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Vorwort. 



Dieses Werkchen hat die . nächste, Bestimmung , bei 
meinen Vorlesungen über praktische Geometrie an der 

k. k. Josephs -Industrieschule zu Ofen als Leitfaden zu 
dienen. Einige neuere Schriftsteller haben die wichtig;- 
sten Aufgaben der Polygonometrie in die Lehrbücher der 
Messkunde am geeigneten Orte eingeschaltet. Abgesehen 
von der ünzweckmässigkeit, einer solchen Djgression, 
welche, wenn sie keine Bruchstücke, sondern etwas eini- 
germassen Vollständiges leisten soll, ohne Störung der 
Abrundong 'im Vortrage des Hauptgeg^standes nicht 
geschehen kann, halte ich die Polygonometrie für Mächtig 
genug, um sie — eine der nächsten Consequenzen der 
Trigonometrie — als eine selbstständige Lehre systema- 
tisch abzuhandehi, und den speciüschen Lehren der Mess- 
kunde als eine Vorbereitungs • Wissenschaft vorauszu- 
schicken. Ich iblge hierin dem Beispiele des um die 
praktische Geometrie hochverdienten Herrn S.Stampfer, 
meines Lehrers, nach dessen leider nicht veröifentlichten 
Vorträgen ich manches gehalten habe. Auch wurden die 
betreffenden Werke von Di enger, Gerling, Grunert 
u. m. a. zu Käthe gezogen. In der Begründung habe ich 
mich der höheren Mathematik bedient, indem dieser Ge- 
genstand an allen technischen Anstalten der Österreichi- 
schen Monarchie gelehrt^ an der k. k. Josephs -Industrie- 
schule zu Ofen aber ausserdem noch als ein Vorstudium 
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der praktischen Geometrie angesehen wird. Die grösste 
Allgemeinheit, und mathematische Strenge habe ich haupt- 
sächlich angestrebt; und im zweiten Abschnitte eine dem 
wisset tscliat'tlich gebildeten Geometer willkommene, wegen 
der grossen Anschaulichkeit der Resultate einigermassen 
elegante Bestinmiuiig der Fehlereinfiüsse gegeben. 

Möge das Werkchen ftlr die Bildung des strebsamen 
jungen Geometers jene Früchte tragen, welche ich bei 
Verfassung desselben hervorzubringen beabsichtigt habe! 

Oltel, am 14. Ootober 1855. 

StepL T. Krnspen 
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Einleiting. 



§. 1. 

Die Polygonometri e ist dcrjcnifre Theil der Geometrie, 
welcher die Bezieliungen unter den Hest.andtheilen eines Polygo- 
nes aufzufinden, und die unbekannten Stücke durch die bekannten 
zu bestimmen lehrt. 

§. 2. 

Unter einem Polygone verstehen wir im Allgemeixjien eine 
in sich seibbt zurückkehrende gebrochene liinie, möge sich diese 
durchkreuzen, oder nicht. Wir werden in diesen Vorlesungen dns 
Poljgon stets in einer Ebene liegend vomussetzen. 

§. 3. 

Jedes Polygon von n Seiten hat auch n Winkel; diese können 
entweder innere oder äussere W^inkel sein, je nachdem sie im 
inneren oder äusseren Eaume des Polygons liegen. Wenn die Po- 
lygonseiten sich mehrfach durchschneiden, ist es nicht leicht zu 
entscheiden« oh irgend ein Polygonwinkel ein innerer oder ein 

äusserer sei, z.B. in der bei- 
liegenden Figur sei a ein 
innerer Polygonwinkel, es 
fragt sich, ob ß ein innerer, 
oder äusserer Winkel sei V 
Zur Richtschnur dient fol- 
gendes Verfahren : man 
ziehe längs den Polvjron- 

O »CS 

Seiten eine punktirte Linie, olinc je bei einem Endpunkte die Seiten 
des Polygons 7ai überschreiten, so sind sämmtliche auf der punk- 
tirten Seite liegende Po lygonvvinkel von einerlei Kategorie; dem- 
nach ist der Winkel ß ein äusserer. 

Anmerkung, Auf dem Felde entscheidet man, welcher von 
den zwei Winkeln, die durch zwei Strahlen stets gebildet werden, 
der innere oder der äussere sei, folgendermassen: 'man denke sich 
im Anfangspunkte mit dem Gesichte gegen die innere Seite des 
Polygones gekehrt, so dass die linke Hand gegen diejenige ßich- 

1 
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tung hinweise» nfteli welcher die Polygonecken zunebYnende Zeiger 

erhalten sollen; die rechte hingegen nach derjenigen Richtung, in 
wi'lclier die Zeiger abnehmen. Geht man nun am Umfange des 
Polyirons uacl» der linken Hand vorwärts, und stellt sich in irgend 
einem Kn lpunkte so auf, dnss die rechte Hand gegen die niedri- 
ger, die linke aber gegen die hüher numerirte Ecke zeigt, so hat 
mau den inneren Winkel v or sich^ und den äusseren hinter sich. 

5. 4. 

Au.«ser den UmfanLj.-^Htücken bat jedes ]\)lvfi;'on noch andere 
Bestandtbeile, durch welche es niebt minder genau festgelegt wird, 
als dureb die Umf;inirsstüeke ; die Avichtigsten unter ihnen sind die 
Diagonalen, samnit den -Winkeln, welche sie unter 
einander einschliessen , ferner die orthogonalen Coor- 
dinaten der Eckpunkte. Diese verachiedenen Gattungen Ton 
Bestimmungflatücken sind mit einander in innigem Zusammen- 
hange, so dasB eine jede von ihnen durch die anderen auagedrückt 
werden kann. 

Lehrsatz. Ein n Eck ist duTch 2 n — 8 Bestimmungsstueke 
sowohl der Form als der Grrösse nach (nßt wenigen Ausnahmen) 
vollständig bestimmt. 

Beweis. I. Wenn das Polygon durch orthogonale Coordi- 
naten festgelegt werden soll, nehme man den Anfangspunkt in 
einem Eckpunkte, und lege die Axe der x durch einen zweiten 
Punkt; dann hat man n — 2 Piinlcte, deren beide Ooordinaten (also 
2n — 4 Stückej, und einen Punkt, dessen nur die Abscisse allein 
anirecreben werden müssen, um das Polviron voUständi«»: verzeich- 
nen zu können. Diese «jcben zusammen 2n — .3 Beötimmunnrsstücke. 

TT. Wenn das Pülv<i;;)Ti dureli Diajjfonalen und die zwischen- 
liejxenden Winkel bestimmt Averden soll, so sind zur Feststellung^ 
von n Punkten n — 1 Dinirrmalen, und n — 2 Winkel, also zusam- 
men 2n — 3 Bestimmungöstüeke erforderlich. 

ITI. Wenn das Polygon durch Umfangsstücke gegeben wer- 
den soll, so sind zwischen n Punktön n — I Verbindungslinien, 
und der Neigungswinkel zwischen je zwei anatossenden Linien* 
d. h. n— >2 Winkel erforderlich, um die Lage der n Punkte gegen 
einander unverrückbar zu fixiren. Diese geben znsainmen eben- 
falls an—S Stücke. 
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Enter Abschnitt« 



§. 6. 

Lehrsatz. Die Summe aller inneren, oder äusseren Winkel 
eines n Eckes ist 

>-■ 5 

S = (n— 2v; 180», wo V ' *, 

und stets ei&e ganze Zahl ist 

Beweis. Man denke sidi das Polygon durch Drehung einer 

geraden Linie 
0 1 um einen 
ausserhalb des 
Polygones lie- 
genden fixen 
Punkt 0, und 
durch Ver- 
schiebung ei- 
nes bewegli- 
chen Punktes 1 
längs dieser 
(loraden ent-> 
Staudon. Zieht 
mm nun von 
dem fixen 

Punkte 0 sin alle Eckpunkte gerade Linien, um die veröchiedenen 
Stellungen der beweglichen (ieraden, wie sie eben durch die Eck- 
punkte des Polygones geht, anzudeuten : so zeriällt das Polygon 
in 80 viel Dreiecke, als Seiten vorhanden sind, indem jede Seite 
des Polygones die Grundlinie eines Dreieckes bildet, dessen Spitze 
sich im fixen Punkte 0 befindet. Diejenigen unter diesen Dreiecken, 
welche durch -Drehung der beweglichen Geraden ?on links nach 
rechts erzeugt wurden« wollen wir positiv annehmen, demnach 
jene, welche durch die entgegengesetzte Drehung entstanden sind, 
müssen nach den allerersten Begriffen der Greometrie negatiT ge-« 
nommen werden. Bezeichnet man nun die absoluten Werthe der 
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Winkel an der Basis dieser Dreiecke mit a, fl, an der Spitze mit y, 
denen noch die Stellenzeiger der Ecken beigefugt werden sollen, 
so erhSlt man 



. aus dem A 1, 2, 0, die Gleichung 


«1 + f>'i + yi = 


180« 


dto. 


2, 3, 0, 


dto. 


«2 + 1% + )'2 = 


180« 


dto. 


3, 4, 0. 


dto. 


«8 + + rs — 


180« 


tlto. 


4, 5, 0, 


dto. 


«4 + + y4 = 


18G« 


dto. 


5, 6, 0, 


dto. — 


«» — A — = 


— 180« 



cr 

a 

5' 
er 
P 



dto. n, 1, 0, dto. — «B — ßi — y» = — 180«. 

Addirt man diese Öleickungen, so vereinigen sich die mit demsel- 
ben Stellcnzciger behafteten u und ß entweder zu einem innerou, 
oder zu ciucin äusseren \Vinkel des Polygons, je nachdem sie eine 
positive, oder eine negative Summe geben, oder umgekehrt; die 
Suiiunc aller y hingegen ist = 0, weil die bewegliche Gerade 
gt'uau dieselbe Drehung rückwärts zurücklegen muss, welche eie 
vom iirtg eri'ahren hat, um in die ursprüngliche Lage zurückzu- 
kommen. 

Hieraus folgt» dass, wenn man 
die absolute Summe der durch die Addition entstandenen in-^ 

neien Polygonwinkel mit I 

die absolute Summe der durch die Addition entstandenen äus- 
seren Poljgonwinkel'mit A 

die Anzahl der Polygonecken mit nl 

die Anzahl der negativen Dreiecke mit . . , . m/ 
aus welchen letzteren Beziehungen für die Anzahl der positiven 
Dreiecke sich a — m ergibt, die Gleichung bestehen musa: 

1— A — (n— 2 m) 18Co. 

Aber jeder äussere Winkel macht mit dem correspondirenden 
inneren einen vollen Winkel aus; bezeichnet man demnach die 
Suomie dexjenigen inneren Winkel, welche den in der Winkel- 
summe A enthaltenen äusseren entsprechen, und deren Anzahl 
wir p nennen wollen, mit P: so erhält man die Gleichung 

A 4- P = Ä p 1800. 

Aus diesen 2 Gleichungen folgt durch Addition 
I + P = S = [n— 2 (m— p)] 180«. 

Setzt man m — p=r, welche Zahl, als der Unterschied zweier 
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ganzen Zahlen, stets ganz sein mu88* übrigeos sowohl positiv» als 
negativ weiden kann, so erhält man endlich 

S = (n— 2 V) 1800 1,) 

Die Grenzen, zwisohen 'welchen y yariirt» ergeben sich auf 

folgende Weise: jeder Polygonwinkel ist stets ^ 2*** oah folglich 

die Summe von n Winkeln ^ ^ Hieraus folcen die Be- 

< 2 n 180». 

Ziehungen 

> — - 

n— 2 V ^ 2 oder v ^ 

< 2n 4- ü . 

§. 7. 

Aus dem Lehrsätze des vorigen §. lassen sich folgende Fol- 
gwungen ziehen : 

L Wenn in einem Polygone sämmtliche Winkel> bis auf 
einen einzigen^ bekannt sind, so lässt sich auch dieser finden. Es 
Beien nämlich die Poljgonwinkel A, C, D . . . . so ist 

(n— 2 v)180»=:A + B + C + .... + M + w 
hieraus folgt: 

w = (n— 2 v) 180» — (A + B -f C + + M) ....... 2.) 

Diese Formel gibt den Werth fiir w zwar nicht directe, son- 
dern indirecte, indem man für v nach einander alle zulässigen 
Werthe setzen muss, bis man für w einen brauchbaren Werth 
erhält; nichts desto weniger ist diese Auflösung vollkommen be- 
' stinunt; weil nur ein einziges v existirt, welches dem w einen posi- 
tiven, zwischen 0» und 360o fallenden Werth ertheilt, alle übrigen 
Besultate aber« als dem Begriffe eines Polygonwinkels zuwider, 
ausgeBchloBsen werden müssen; z. B. es seiöi die bekannten 
Winkel eines 6 fidces 

A = 11» 22' 
B = 22P 40 
G = 15 15 
Dr= 86 55 
E= 15 8 

Summe = lO/O 20' 

so ist 

w = (ö— 2 v) 180» — 107» 20'. 
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Nun kann v nur folgende Werthe anaehmeu: — 2, — 1, 0,-|-l^-(-2; 
setzt man diosc AN'erthe der Reihe nach in die obige FonueU so 
erhält man für w die Zahlenwerthe: 1092« 50', 1332» 50'. 072« 50', 
lil2o 50', 2520 öü'. Von diesen fünf Winkeln ist nur der letzte 
brauclibar» indem alle übrigen auBBerhaib der Grenzen eines Po- 
lygonwinkelB liegen; demnach ist 

w = 2520 50'. 

II. Wenn man die Summe aller Polygonwinkel durch die 
Anzahl der Winkel theilt, erhält man den Winkel eines regel- 
mäisigen PolygonB. Bezeichnet man diesen Winkel mit w, so ist 

w — — Ll^ i8C^ 

WO anstatt t alle zulässigen Werthe gesetzt werden können. Eine 
kleine Ueberlegnng lehrt uns» dass, wenn man der Grosse v 
gleiche» aber dem Zeichen nach entgegengesetzte Werthe beilegt, 
die correspondirenden inneren und äusseren Winkel desselben 

Polygons entstehen müssen. Wir haben demnach für v nur posi- 
tive Werthe zu setzen, um alle iiniglichcu Formen der regelmässi- 
gen Vielecke zu erhalten. Ebenso nuiss v — «) au^^iicschlo&öen 
werden, weil diese Substitution zu einer geraden Linie fuhrt, 
welche nicht zur KlaBse der res:elmäs8isren Vielecke f^t^zühlt wer- 
den darf. Auf diese Weise erhalten wir für die regulären Viel- 
ecke folgendes Schema: 



n 


V 


Anzahl der regu- 
lären Polygone 


3 


1 


1 


4 


1 


1 


5 


1, 2 


2 


6 


1, 2 


2 


7 


1, 2. 3 


3 


1 ^ 


1, 2, 3 


8 1 



Es muBS hierbei noch bemerkt werden^ dass di^enigon For- 
men regulärer Vielecke« bei welchen n durch t iheilbar ist, aus 
mehreren getrennten Figuren bestehen, walirend 4i6 übrigen durch 
einen ununterbrochenen Zug beschrieben werden können. 

# $• S. <^ 

Lehrsatz. Bezeichnet man die Eckpunkte eines Po lygones 
mit den fortlaufenden Nummern 0, 1, 2, 3, , , , , n, die Polygon- 
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Winkel mit (0), (1), (2), (8), (a), und die Seiten mit (0,1). 

(W) (n^l, n), (n,o), wo Seiten und Winkel etets po- 
sitiv sind; wählt man femer die Seite (o,n) zur Axe der x, und o 
zhm Anfangspunkte der orthogonalen Coordinaten^ so ist all- 



gemem 




y« = (0,1) Sin (ü) — (1.2) Sin [(0) + ( DJ + (2,8) Sin [(0) + ( l}+(2)j 

— .... + (— 1)">-J(m—I,m) Sin [(0) + ( 1)+ . . .+ (m— 1)], 
x„ =(0,1) Cos (0) ^ (1 ,2) Cos [(0) + (1)] -j. (2.8) Cos [(0) +(l)+(2)] 

1, m) Cos [(0)+(i)+...+(in— t)]. 
Beweis. 'Zieht man von dem Eckpunkte m auf die Axe der x 
^ A. . • eine Senkrechte. 

und vum Krk- 
puuktem — 1 eine 
Parallele zu der- 
selben, so ent- 
6t<-ht ein rocht- 
winkiiches Drei- 
eek m —1, ni, Q; 
in diesem A ist 

(m,, Q) = — ym-i, (m — t, Q) = Xm-— Xm-i. Bezeichnet 
man nun den Winkel m, m— 1, Q, welchen die Seite dcsPolygones 
mit der positiven Halbaxe der . binschliesst, und der zwischen 0» 
und 8600 jeden beliebigen Werth ^uneluucn hann, mit so hat 
man mit völliger Allgemeiuheit: 

X ym — yui— 1 = fni — 1, ni) Sin a, 

Xa — Xai_| = (m — 1, m; Cos tt. 

Es ist aber in dem m-|-2 Eck 0, t, 2, 3, ... in— 1, m, P, je 

nachdem a in einem der vier Quadranten Hegt, entweder 

(0) +(*) + (2) + • • • + (ra — 1) + 1800—0 = (m + 2— .2 v) ISO», 
oder , 

(0) + ( 1) + (2) + ... 4- (m— 1) 4- 180O + 360O— « = (m+2 —2 v) 180O. 
2 

V 1 m + 2 • Beide Fälle sind in der einzigen Formel ent- 
< T er- 



halten: 



(0)+(|)+(2)+.«.+(m— l)~«=(m^2v0 lOO», wo v' 



> - 
< + 



m+2 
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kieraiiB folgt: 

« = (0) + (I) + (2) + .... + (m-1) ^;(m-.l-2 V) 

1800, wo V ^2 

Sin a = Co8(m— 1)1800. Sin [(0) +(1| +....-[- (m^l)]] 

=(^1)™-« Sin [(0)4.(1) 4-.. .+(m-l)] 
Co« a = Cü6 (m— 1)1800. Co8[(0) + (l)+....4- (m— 1)]' 

=:(_l)m-i Cos [(0) +(!) + ... 4-(m~i)] 

Durch Substitution dieser Werthe erhält man ganz allgemein: 
yoi-y«-l=(-l)'"-Hin-l,in) Sin[(0)4-(l)+(2)+...4-(m-i)]l . . 

x«-x^i=(-l)--Uin-t»itt)Coa[(0H-{lHK2H^.-4Kin-iW^ 
Diese Formeln haben eine dependente Fonn, sie bestimm 

men die Coordinaten eines Eckpunktes durch die Cooidinaten 
der vorhergehenden Punkte. Man kann aber aus Urnen die in de- 
pendente Form leicht abldten; setzt man namlidi yoraus, dass 
der Coordinatenursprung sioh im Eckpunkte 0 befindetf folglieh 
yo=^ vnd Zo=:0 ist, und setzt man 
m = 1^ so wird ji = (0, 1) Sin (0) 

xi = (0, 1) Cos (0) 
m = 2, „ „ ya (0, 1) Sin (0) - (1, 2) Sin [(0) + (1)J 

xa = (0, 1) Cos (0) — (1,2) Co8 [(0) + (1)] 
m = S, „ „ ya = (0,l}Sin(0)-(l,2)Sin[(0j4-(l)]+(2,3) 

Sin [(0) + (1) + (2)] 

X» = (0,1) Cos (0) — (1,2) Co8[(0) + (l)] + (2,3) 
Cos 1(0) + (1) + (2)] 



allgemein 

y„=(0, 1) Sin (0)- ( 1, 2) Sin[(0)+(l)l+(2, 3 ) Sin | (0)+il)+(2)| \ 
-....+(-1)— Mm-l,m)Sin[(0) + (l)+...+(m-l)l( 

x^=(0,l)Cos(0)-(l,2)Co8|(0)+(l)]-H2,3)Co8|(0)+<l)+(2)l( 
— ....-H— l)»-i(m— l,m)Co8[(0)4-(l)+...4-(m— 1)] ) 
Beispiel. Es seien die Coordinaten der Eckpunkte einer 

gebrochenen Linie aus folgenden Angaben zu berechnen: 



(0) = 


M». i4f. 20" 


(0,1) = 


125*37 


(1)= 


SS. 86. 36 


(lr,2) = 


S85S4 


(2) = 


108. 7. 12 


(2,S) = 


»77*öl 




177. SS. 5S 


(8,4) = 




(*)= 


.18. 12. 48 


(*,») = 

• 


S08>55 
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(5) 3=255^. 5'. 30" (5,6) = 287*84 

(6) = 78. 25. 44 (6,7) = 199-78. 

Man ordnet die Rechnung tabellarisch an, um am schnellsten 
und sichersten zum Ziele zu kommen; auch werden G stellisje Lo- 
garithmen ausreichen, indem die Seitenlängen nur in fünf Ziffern 
gegeben sind, von welchen die letzte kaum zuverlässig sein dürfte, 
indem wir annehmen , dass die Daten durch wirkliche Messung 
erhoben worden sind; folglich die 6te und folgenden Ziffern des 
Resultates auch zweifelhaft sein müssen. Folgendes Schema zeigt 
die ganze Rechnung: 
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Es irit zu bemerken, (läse in der ('oluinnc 5: w nur der Ueber- 
schuss der ^Vinkelsumme über SliO©, oder einem Vielfachen von 
3600 angesetzt, ferner in den Columnen p und q die Zeichen des 
2ten« 4teD und 6teii Gliedes in die entgegengesetzten geändert» 
und so die successiye Summirung Torgenommen worden, so wie 
es die Formeln 5.) erheischen. 

§• »• 

Aus den Formeln 0.) bissen sich zwei Gleichungen ableiten, 
durch welche die Beziehungen unter den Umfangsstücken 
eines Polygones ausgedrückt werden. Man hat nämlich fiir einen 
beliebigen Eckpunkt m die Coordinaten: 

y«=(0, 1) Sin (0)-(l,2) Sin l(0)+(l)l + (2,8) Sin |(0) 

-....+(— f)»-»(m—l,m)Sin|(0)+(l) + ...+(m— 1)1 

'x.„=(0,l)CoB(0)-(l,2)Cos 1(0) + (l)l + (2,3) Co8f(0) + (1) + (2)1 
— ....+ (— l)»-Hm—l,m) Cos [(0) + (l)4-...4-(m— 1)1 

Ebenso hat man, wenn man n zum Anfangspunkte der Coor- 
dinaten, die Seite (n, o) zur Abscissenaxe wählt, und die Coordi- 
naten zur Unterscheidung mit einem Striche versieht: 

yV=(n,n— 1) Sin (n) — (n— 1, n— 2) Sin [(n), + (n —1)14-.... 
+(_-l).-m-i(m_|_i, ^) Sin [(n)+(n- 1)+.... (m+l)l 

= (n,n— 1) Cos (n) — (n — 1, n— 2) Cos |(n) + (n— 1)1 + . . . • 
4.(_l)«-«-i(m+ l,m) Cos [(n)+(n-l).|- ....-Hm+l)l 

Nun ist Yni=ry'nj und Xni-4*^'in=(o>n) 

demnach hat man 

(0,l)Sin(0)-(l,2) 8in[(0)-ffl)14-(2,3)Sini(0)+(i)+(2)lv 
—....+(- l)--Hm-l,m)Sin|(0)-f(l)+...+(m— 1)1 
=:(n,n— 1) Sin (n)— (n— l,n— 2) Sin |(n)-j-(n — 1)] 1 
4.....+(-l)--«^i (m+l,m) Sin l(n) + (n-l)i 
+ ....+(m+l)l, 1 

und > . . . 6.) 

(0, n)= (0, 1) Cos(0) - (1, 2) Cos [(0)-f(l)J+(2, S) Cos [(0) [ 

+(l)+(2)]-..-.+(-*)"^(ni-*,m) Co8[(0)+l 
(1) ^ ...^.(m^l)] -i-(n, n— 1) Co8(n) — (n— 1 ,n— 2) I 
Cos [(n)+(n— 1)1+.... +(— 1) »-»-J (m+l, m) 1 
Co8[(n)+(n— l)-f....+(m+l)l. / 

Diese Gleichungen gelten für jeden beliebigen Werth von m; 
namentlich iür m=:n verwandeln öie sich in folgende: 
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(0,l)Sin(0) — (1,2) 8in|(0)+(l)l+(2,3)Sm!(0)4-il)+{2)lj 
— .....f 1 (n- 1 , n) Sin [ (0) + ... +(n-^ - D 1 = 0 f 

(0,l)Co8(0)— (l,2)Co8|(04-(l)l+(2,3)Cos|(0)+(l)4-(2))i 
— l,n) Co8|(0)-f l)=:(0,n) ) 

Sie sind mit £inBchlu88 der Gleichung 2.) die Fundamental- 
Gleichungen der Polygonometrie, und dienen zur Bestimmung 
von 8 Umfangsstucken aus den fibrigen. Hierdurch bestätigt sich 
der im §. 5. ausgesprochene Lehrsatz« dass in einem Polygone 3 
Stucke durch die übrigen bestimmt seien, nur dürfen sie nicht 
sämmüich Sdten sein, weil die Gleichung %,) kdne Seiten in sich 
enthält, demnach zur Bestimmung einer unbekannten Seite un- 
tauglidi ist 

§. 10. 

Aus den §. §. 5. 9. haben wir ersehen, dass drei Umfangs- 
stücke (mit Ausnahme von 3 Seiten) durch die übrigen bestimiat 
sind. Sind demnach in einem Polygone alle Umfangsstückc, bis 
aui' drei, gemessen, so können die Unbekannten (mit steter ßück* 
sieht auf die Auenahmen) immer gefunden werden. Diese können 
entweder 2 Seiten und 1 Winkel, oder 1 Seite und 2 Win- 
kel» oder endlich 8 Winkel sein, welche S Fälle zu ebenso 
vielen Aufgaben Venmlassung geben. 

f il. 

Aufgabe. In einem Polygone öind 2 Seiten und 1 Winkel 
unbekannt, das Polygon aufzulösen. 

Auflösung, a) Durch Construc tion. Es sei das bei- 
liegende Polygon zu 
construiren, in wel- 
chem die Seiten (m,n) 
(p, q) und der Wt^lkel 
(t) unbekannt sein 
sollen. Man beginne 
die Construction mit 
einer bekanntenSeite, 
oonstraire das Poly- 
gon rechts und links, 

bis man auf die unbekannten Seiten stösst, dann nehme man für 

diese willkürliche Langen, und fahre mit der Construction fort, 
bis man auf beiden Seiten zu dem unbekannten Winkel gelangt. 
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Hätte man nun für die unbekannten Seiten die wahren Wertke 
enrathen, so müssten die Endpunkte r und 8 beider Constructionen 
(die sogenannten Schluss punkte) zuBammen£illen» d.h. das 
Polygon mÜBSte sich scHiliessen. Wenn aber dies nicht 
stattfindet, beweist es» dass man iur die unbekannten Seiten nicht 
die Avahren Werthe getroffen hat; in diesem Falle müssen die an- 
genommenen Längen so geändert werden, dass das Polygon sicii 
schliesse. Um dies zu erreichen, denken wir uns diejenigen Theile 
des Polygones, welche zwischen den unbekannten Seiten und den 
Schlusspunkten liegen, längs den unbekannten Seiten parallel ver- 
schoben, bis die Schluespunkte aufeinander fallen, so beschreiben 
die Schlusspunkte r und s zwei gerade Linien, welche mit den 
respectiyen unbekannten Seiten parallel liegen. Diese Linien 
schneiden eich in t, und die Längen r t und s t sind die Aenderun- 
gen nn den willkürlich gewählten AVerthen von (m, n) und (p, q). 
Mit den so verbesserten Längen dieser Seiten wiederhole mnn die 
Constniction , und das Polygon wird sich schliessen, wobei der 
Schlusspunkt kein anderer sein wird, als der Punkt t; zu gleicher 
Zeit ergibt sich auch der unbekannte Winkel an dem Punkte t. 
Aus dieser ConstTuction ist ersichtlich, dass aus den gegebenen 
Bestimmungsstücken nur ein einziges Polygon construirt werden - 
kann, indem 2 gerade Lixuen sich nur In einem einzigen IHinkte 
achneiden können. Eine Ausnahme findet statt, wenn die unbe- 
kannten Seiten parallel sind, in welc^iem Falle die Linien r t und 
8 t Theile^fter und derselben Geraden sind, folglich gehörig 
verlängert sich decken müssen, was darauf hinweiset, dass die 
Aufjjabe unbestimmt ist. Die Auflösung kann endlich auch un- 
möglich M'erden, wenn einer der Abschnitte r t oder s t der Lage 
nach entgegengesetzt, und grösser ausfällt, als die respective 
Seite, woraus hervorgeht, dass es nicht inmur möglich ist, aus 
2 n - 3 willkürlich gewählten Umfangsstücken ein Polygon 
zu bilden. 

b) Durch Kechnung. Man wähle eine der unbekannten 
Seiten zur Abscissenaxe, und stelle für den Endpunkt, in welchem 
der unbekannte Winkel liegt, die Fundamental - Gleichungen 6.) 
auf, so hat man zwei Gleichungen des ersten Grades mit 2 Unbe- 
kannten, welche aufgelöst die Werthe der unbekannten Seiten 
geben werden. Der unbekannte Winkel ergibt sich aus der Glei- 
chung 2.). Aus dieser Auflösung ist exsichtlich, dass nur ein ein- 
ziges Polygon entstehen kann, mit Ausnahme des Falles, wenn die 
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unbekaanten Seiten pandleL sind. Nehmen wir an, die Seite 
(m — 1, m) sei mit (0, n) parallel^ ao ist nach 4.) 

ym-y»-i=(-l) "»--^ (m- 1, m) Sin [(0) + (1)+... +{m - 1)] 
oder 

(m-l, m) = (- 1) » -1 1(0)4-0) +(ni - 1)) 

Aber unter der Bedingung des Parallelismus sind Vm — ym— 1 
0, und ( Ü I + ( 1 ) + ( 2 ) -|- . .. 4- ( m — 1 ) + 2 . ü 0^' — ■ 1 .1+2 — 2 v ) 1 80". 
demnach Sin |(0) 4" 4~ — • + = loigUch erscheint 

(m — i,m) unter der unbestimmten Form ^. Es folgt daraus, dtiss 

(uj — 1, m) alle möglichen Wcrtlie annehmen knnn, d. h. aus den 
Daten unendlich viele Polygone construirt werden können. Soll 
demnach ein Polygon aus den Umfangsstüoken festgestellt wer- 
den, so dürfen zwei parallele Seiten nicht ungemessen bleiben. 
Führt die Auflösung der Aufgabe zu negativen Resultaten, dann 
ist das Polygon unmöglich, weil nach der Natur der Sache die 
Polygonseiten stets positiv sind. 

Beispiel. In einem 8 Ecke sind gegeben: 



(0) 




4S0. 10". 12" 


(0,1) 




101*88 


(t) 




m 


1. 


5 


(t, 2) 




132*94 


(2) 




94. 


52. 


30. 






143*51 


(4) 




310. 


9. 


22. 






449*88 


(5) 




280. 


41. 


3. 


(ö, 6) 




234*75 


(ö) 




315. 


0. 


50. 


(6. 7) 




212*46 


(7) 




91. 


2. 


8. 









die Unbekannten (3), (4, .5) und (7. 0) zu bestimmen. Man hat aus 0.) 
(0, 1 J Sin (0) — ( 1 , 2) Sin I ( 0 1 4- i 1 ) 1 + (2, 3 ) Sin | (0) 4« ( 1) 4- ( 2 ) 1 = ( 7,(>) 
Sin(7) — (G,5) Sin j(7)4- fß)| 4-(5,4) Sin [(7) 4- (6)4- (5) J — 

( 4. 3) Sin |( 7 ) 4- ( (») 4- < •">) + 1 ' 1 
(0, 7j=ll),ljCos(0) — (l,2j Cosj(0)-|-(l)J4-{2,3)Cos|(0)4-(l)4-(2)| 
4-(7,6) Cos(7) — (Ü,ö) Cos !(7) + (())14-(5,/i) Co8[(7)4-(6) 
4-{o)] — (4,3) Co8|(7)4-(6)4-(r.)4-(4)|; 
- die numerische Kechnung selbst wird nach folgendem Schema 
ausgeführt: 
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Die erstere Formel redueirt sich nun auf folgenden Ausdruck: 
— 21ö-005=(4, 5) Sinl(7) 4-(6)+(5)l, 
oder wenn man die Gleichung nach (4, 5) auflöst, und auf Loga- 
rithmen übergeht : 
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Log(4,5) = 2-S32449ii 

— 9-7S9202-f lOn 

2-593247 

hierauB ioigt 

(4,5) = 391 -965. 
Dieser Werth wird nun an der entsprochenden Stelle der 
Columnc Log s eingeschaltet, und die liechnung ergänzt. Für 
den unbekannten Winkel findet man endlich aus Z.), wenn man 
v=rO setzt» den Werth? 

(8) = S80. 2'. 50" 
Es ist zu bemerken, dass in der Colunme .< w nur der Ueber- 
schuss der Winkelsumme über 860^, oder einem Vielfachen TOn 
S60<> angesetzt ist; femer in den Columnen q sind die Zeichen 
den Fundamental- Formeln 6.) gemäss geändert worden. 

§. 12. 

Aufgabe. In einem Polygone sind eine Seite und 2 Winkel 
unbekannt, dasselbe aufzulösen. 

A u f I ö s ung. Wir unterscheiden bei dieser Aufgabe 8 Fälle. 

1) Die unbekannten Winkel liegen an 4er unbekannten Seite. 

2) Die unbekannten Winkel liegen nicht an der unbekannten 
Seite, jedoch sie folgen ai^f einander unmittelbar. 

3) Die unbekannten 'VHnkel liegen zerstreut im Polygone. 
Lösung des 1. Falles, a) Durch Construction. 

Man fanjre die Construction an bei irgend einer bekannten Seite, 
düiiatruirc das rolvjjon rechts und links, bis man :iuf die unbe- 
kannten Winkel stösst. Verbindet man die Endpunkte der Con- 
struction mittelst einer geraden Linie, so ergibt sich die gesuchte 
Seite, nebst den 2 unbekannten W^inkeln. 

b) Dur eil Rcchnun«!;. Man wähle jene Seite des Polygoiics 
zur Abscissenaxe , und denjcnin^en Eckpunkt zum Anfangspunkte 
der Coordinaten» welcher der Unbekannten unmittelbar vorangeht. 
Es seien nun (n — 1), (n — l,n) und (n) unbekannt, und man stellt 
fiir den Eckpunkt n — 1 die Fundamental-GieichuAgen 6.) auf» so 
erhält man : 

(n-l,n)Sin(n)=:(0,l) Sin (0Ml,2) Sin ((0)+(i)l+(2,3) Sin l(O)-Hl) 
+(2)1— ....+(— 2. B^l) Sin [(0)+...+(n-l) l=:y„ t 
(n— l,n)Cos(n):i=(0,l)Cos(0)— (l,2)CoB[(0)+(l)J+(2,d)Cf»[(0) 

Kn-2,n-l) Cos [(0)^-. ..+(n--l)l 
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Quadrirt und addirt man diese 2 Gleichungen, so entsteht 

(n-l,n)*=yil^i+[n,0)— x,-,l* 8.) 

oder entwickelt: 

(n— l,n)*=:(n,0)2+(0,l)^+(l»2)»+(2.3)^+....+(n-2,n-l)^ 

— 2{ii,0)(0,l) Cos (0)4-2(n,0)(l,2)Co8[(0)+(l)]— 2(11,0) 

(2.3) Co8[(0) + (l) + (2)l+ 

-2(0,1)(1,2) Coß (1)+2(0,1)(2,3) Cos 

(8.4) Cos 1(1) +(2)+(8)l+..... 
-2(l,2)(2,8)Co»C^)+2(l,2)(S;4)Coß[(2)+(8)]-2(l,2) 

(4.5) CoB[(2)+(8)+(4)J 



— 2 (n— 8, n— 2) (n— 2,n— 1) Cos (n— 2) 8'.) 

-Diese Foimel lasst sich mit Worten so aussprechen: Das 
Quadrat der unhekanuten Seite ist gleich der Summe 

der Quadrate aller bekannten Seiten, + dem doppel- 
ten Produete je zweier bekannten Seiten, multipiicixt 
mit dem Cosinus der Summe der zwischen ihnen ein- 
geschlossenen Winkel, wobei das obere oder untere 
Zeichen gilt, je nachdem die Anzahl der eingeschlos- 
senen Winkel gerade oder ungerade ist- Aus diesen 
Foimeln ergeben sieh f&r die unbekannte Seite zwei gleich^ aber 
dem Zeichen nach entgegengesetzte Werihe, yon welchen aber, 
nach der Natur der Aufgabe, nur der positive zulässig ist Sub- 
stitttirt man diesen Werth in die obigen Formeln, so erhält man 
für den Winkd (n) zwei Ausdrucke, nämlich 



Sin (n) = , , 

(n,— l)n) 



9.) 



Cos(n)= ^^-")-^"zL 
vAisw— (n,_l,n) 

Dadurch wird die Auflösung voUkümmen bestimmt, indem 
man aus den Zeichen dieser Funktionen entscheiden kann, in wel- 
chem Quadranten der Winkel liegen muss. 

Man kann die Auflösung auch umgekehrt anordnen, indem 
man aus den obigen zwei Hauptgleichungeu durch Division 
bekommt: 

tg(n)= 10.) ' 

(u,n)— Xn_i 

Die Zeichen des Zählers und Nenners, welche in ihrer ur- 
sprünglichen Fonn mit den Zeichen des Sinus und Cosinus iiber- 

.2 
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einstimmen, geben den Quadranten genau zu erkennen, in welchem 
der Winkel (n) Hegt; mit diesem Werthe von (n) findet man dann 
aus den Uauptgieichuugen (a — l, u) durch eine der zwei Formeln: 



Der zweite unbekaiinle Wiikel (n — 1)» wird endlicli aus der 
Formel 2.) gefunden. 

Auf diese Weise kann in einem Polygone axuik eine belie- 
bige Diagonale nebst- den 2 anliegenden Winkeln 

berechnet werden. 

Beispiel. In einem 8 Ecke sind gegeben: 



die unbekannten Stücke (6) , (6, 7) und (7) zu bestimmen. Man 
berechnet xuent die Coordinatea des Funktea 6 naoh folgen^ 
dsmSobema: 




11.) 



(0) = 30O. 10'. 25". 

(1) = 75. 7. 28. 

(2) = 154. 36. 50. 
(8J =: 209. 41. 16. 
(4) = 55. 37. 9. 
(d)= 87. 6. 24l 



(0, 1) = 857-35 

(1.2) = 985-20 

(2.3) = 439-71 

(3.4) = 603-56 

(4. 5) = 395-93 

(5.6) = 582-44 
(7,0) = 880-65 



/ 
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Mit diesen Werthen findet man mib 8.) 
(6,7)*==(-8(U-908)*4<880'65--«20-568)«=(-8«4-»08)^(-S9^ 
und (6, 7)=8«5-820^ Log(6,7)=2*m432; 

folglich ans 9.) 

^. . —864-908 
Sin (7) =: 



Co» (7) = 



86S*822' 
89-918 
868-8)29 
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Diese Formeln deuten an, dass der Winkel (7) im 3ten 
Quadranten liegen muss ; übergeht mau auf Logarithmen, so er- 
hält man : 

Log Sin (7) = 2-936970n Log (Job (7) = 1-601 169n 
— 2-937432 —2-937432 



8*66S7S7n 



9-9905S8n 

und der enteprecliende spitzige Winkel ist: 

87<» 21' 30" 87« 21' 2T" 

Der zweite Werth ist dem ersten vorzu/n Lcn, weil die Sinusse 
in der Gegend von 90** sich sehr wenig iiiuU rn , iolglich aus ihnen 
auf den Bugen nicht sicher geschlossen werden kaim. Mit diesem 
Werthe wird dann 

(7) = 2670. 21'. 27" 

Endlich ergibt sich aus 2.), wenn man y=l setst» 

(6) =: 200». 19'. i" 

§. IS.. 

Lösung des zweiten Falles. a)Durch Construction. 

Die bei Ii ehrende Fi- 
gur stelle das gege- 
bene Polygon dar, 
in welchem die Seite 
(m,n), nebet den Win- 
keln (p) und (q) un- 
bekannt sein sollen. 
Man beginne die 
Construction mit der 
unbekannten Seite« 
nehme fiir sie eine beliebige Länge m r, und construire das Poly- 
gon rechts dnd links bis zu den unbekannten Winkeln. Hätte man 
nun für die unbekannte Seite die wahre Länge errathen» so müsste 
der Abstand p 8 gleich sein der bekannten Folygonseite p q; ist 
dies picht der Fall« dann muss die Länge m r geändert werden. 
Denken wir uns nun den Theil r s des Foiygones zwischen der 
unbekannten Seite und dem unbekannten Winkel län^rs der Seite 
m r parallel verschoben, so beschreibt der Endpunkt s der Con- 
struction eine Parallele zu ni r, auf dieser Parallele gibt es einen, 
oder mehrere Punkte, deren Abstände von dem anderen Endpunkte 
p der Construction der Polygpuseite (p q) gleich sind« und diese 
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Punkte liegen in i iueiu Ivn iö^- , debäcii iMitti ljUiiikt p, und llall)- 
messer (pq) ist. Sok-lic Funkte existircn in dvv Tvcirel zwei, q und 
q', weil ein Kn is vnw einer «xeniden Linie in (Ur Kegel in zwei 
Punkten g'csciinitten wird, und die Linien s q und s q' sind die 
Verbesseruniren, w tdelie an der willkülirlieli «jewTllilten I^äiiij-e m r 
ani^ebracht werden müssen, um das Polygon bei einer nochmaligen 
Coustruction zum Schlüsse zu briQge;a. Man erhält demnach in 
der Begel zwei von einander verschiedene Polygone, mit Aus- 
nahme eines einzigen Falles, nämlich wenn der Kreis die gerade 
Linie berührt; denn unter dieser Bedingung fallen beide Polygone 
zusammen. Die Auflösung kann endlich auch unmöglich sein« 
wenn entweder -die gerade Linie vom Kreise gar nicht geschnitten 
wird» oder die Langen s q und s q' grösser au8£allen als m r, und 
nebstbei die entgegengesetzte Lage haben. 

b) Durch Rechnung. Man wähle die unbekannte Seite 

zur Abseissenaxe. und stelle die Gleichungen 6.) für einen der 
unbekannten Winkelecken m — 1 oder m auf , so erliidt iiuvn: 
(0,l)8in(0)~-(l/>)Sinl(0)4-(l)|+....4-(— l)"'-i(m_l,in)Siniiü)4-( I) 

-[-■•.+' "1 - l)]=(n,n— 1 )Sin( n ) ( n — 1 .n 2)Sinf(n )-(-fn — 1 ) :-[-... 
(0,nj=(0,l) Cos 0) (1,2) Cos[(0 +(l)]+(2,3) Cos \(0)+{i)'{^Z)i 

— ....4-(n,n— IjCos(n)— (n— 1^— 2)Co3!rn;+(n— 1)14-.„. 

Die erste dieser Gleichungen gibt nach Ausi'ülu'ung der nume- 
rischen Rechnung, und Reduction einen Ausdruck von der Form: 

Sin[(p)+(i)+(2)+...+(in— 1)]=A 
wo A eine positive, oder negative bekannte Zahl bedeutet. Nehmen 
wir nun an, A sei positiv, « ein spitzer Winkel, dessen Sinus == A 
ist, und k eine beliebige ganze positive Zahl, so wird 

folglich 

(m-i) = j(jji,^i),8o._„_j(o)+(,)+(2)+...+(m_2)]j---«^' 

Wenn hingegen A negativ ist, und a ein spitzer Winkel,^ 

dcösen iSinus — A ist, dann hat man 

folglich 

cm— 1; ~|2k.l80»-«--I(0H-(«)+C2)+".+Cm— 2)J » ' 

In beiden Fällen crhält(m—l) unendlich viele Werthe, indem 
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man für k unendlich viele Werthe setzen kann; diese Auflösungen 
jedoch reduciren sich auf zwei, indem alle negati?cn, und alle 360o 
übersteigenden positiven Werthe, als der Natur der Aufgabe zu- 
wider, ausgeschlossen werden müssen. 

Substituirt man diese Werthe in der zweiten Gleichung, so 
ergeben sich für die unbekannte Seite (0,ii) ebenfalls zwei Werthe. 
Ebenso viel erhält man auch ans 2.) für -den Winkel (n). Aus den 
Bestimmungsstiioken der Aufgabe lassen sich demnach zwei Po- 
lygone bilden. Nur eine Auflösung findet statt, wenn A = ^1, 

demnach a = 90^, weil in diesem Falle beide Werthe von 
(m — 1) zusammeniallen. Die Auflösung ist endlich unmöglich, 

wenn A > oder auch wenn (0,n) < 0 ausfällt, 

Beispiel. In einem 6 £cke sind gegeben 

(0) = 450, 10'. 20". (0.1) = 301*84 

(1) = 04. 58. 8. (1,2) 349-68 

(4) = 106. 22. 86. (2,3) = 004-2Ö 

(5) = 121. 3. 5. (3,4) = 520*32 

(4,5) = 472-91 

die unbekannten Stücke (2), (3)' und ("0, 5) zu bestimmen* Man 
hat aus 6.) die Gleichungen 

(0,l)Sin(0)-(l,2) Sinl(0)+(l)]+(2,3)Sin[(0) + (I)+C2)]=(5,4) 

Sin (5)— (4,3) Sin [(5) 4- (4)] 
(0,5)=(0,1) Cos (0) — (1,2) Cos((0)-l-ri)l+(2,3) Cos [(Oj+( 1 j+(2)l 

4- (5,4) Cos (5) -(4.3)Cosf(5)-f (4)1 
Die numerische Rechnung gestalte^ sich folgeudermassen : 
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Die «Mte Gleiohimg reducirt sich nun auf 

- 7W361 + (2,S)Sm t(0)+(l)+ (»)] =0; 
l(i«et «um aie mush 6m[(0) 4.(1)4-0)] auf, und geht ^ liog^ 
xilluoeii ober« lo erkSlt bhui ... 
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Log Sin [(0) 4. (1) + (2)1 = 2*902199 

— 2*956288 



9-945911 

Der entsprechende epitze Winkel ist = 6P 59' 59'% folglich 
nach 12.) 

^^^■^ j(2k + l) 180»— et« 59^39"— 140«>.8'.28"] 
setzt man in diesen Ausdiocken k= 1, 00 ergeben rieh die einsig 
brauchbaren Wefthe . _ |28t* öl'. 11' 

1887. 51. öS 

Mit diesen Wertheu wird nun die Bechuuag ergänzt^ und man 
eriiäit 

I 164-688) 

endlich ergibt eich aus Z.), wenn man ynzl setzt, 

jTOO. 34'. 40"j 

Nebst den in den früheren Beispielen in Bezug auf die Co- 
lumnen p und q gemachten Bemerkungen ist hier noeh zu beachr 
teil» dass sowohl die oberen» als die unteren der eingeklammerten 
zwri2Wlenwerthe der Grössen (2), (8) und (0,5) zusammengehören. 

§.14. 

Lösung des dritten Falles. Man denke sich die Schei- 
tel der zwei unbekannten 
Winkel m und n durch 
eine Diagonale verbun- 
den, so zerfällt das Polv- 
gon in zwei andere I und 
II; im ersteren sind un- 
bekannt die Seite (m, n) 
und die anliegenden Win- 
kel a und ß; im letzteren 
zwei Seiten (m»n)» (p>q) 
und zwei Winkel / und d. Das erste Polygon kann nadi §. 12 
anmeldet werden» dadurch wird (m»n) bekannt; es blriben dem- 
nach im Polygone II nur eine Seite» und 2au£nn8iiderfo1gende- 
Winkel unbekannt» weldie natdi dem §. 13 gefunden werden 
kennen. Aus den Winkeln a, ß, y, ergeben rieh dami durch 
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gehörige Vecbindimg die wahren Polygonwinkel (m) und (n). 
Oft ist es Hothwendig, statt des einen oder des anderen dieser 
'Winkel die Ergänzungswinkel zu setzen; eine ungefähre Kenntniss 
der Unbekannten, oder eine Handzeichnung, welclic aus den Daten 
stets angefertigt werden kann, leistet bei der Beurthcilung dieser 
Umstände die besten Dienste, und die Gleichung 2.)» welche stets 
erfüllt werden muss, zeigt eine unrichtigp Verbindung der obigen 
4 Winkel zuverlässig an. Wir erhalten in der Regel 2 Auf b'isun- 
gen, weil das Polygon II im Allgemeinen 2 verschiedene Formen 
besitzt, und an die Diagonale m, n beide Polygone angesetzt wer- 
den können« es wäre denn, dass (dne oder die andere dieser For- 
men wegen der Ausnahmsfälie des Torigen $. unzulässig wäre. 

Beispiel. In einem 8 Ecke sind gegeben 

(0) = 76^.52' (0,1) =: 200-35 , 

(1) = 250. 35 ■ (1,2) =181-20 

(3) = 50. 3. (2,8) = S»9-öO 

(4) = 276. 15. (8,4) = 406*25 

(5) = 220. 84. (^5)= 185-85 
- • (7) =^80. 22. (5,6) = 218-70 

(6, 7) = 862*05 

die unbekannten Stücke (2), (6) und (0,7) zu berechnen. Man 
löst zuerst das Polygon 2, 3, 4, 5, 6 auf, in welchem die Seite 
(2,6), respective Diagonale des vorgelegten Polygons, und die 
anliegenden Winkel a und ß unbekannt sind. ' • 

Da wir ein Beispiel dieser Art in §. 12 ausführlich hehandelt 
haben^ so ist eine solche Weitläufigkeit in diesem Falle über- 
flüssig, deshalb werden wir nur die Hauptresultate anfuhren. Man 
findet für die Goordinaten des Punktes' 6, bezogen aii^ ein Goor- 

dinatensystem, dessen Ursprung in 3, und Axe der x die Linie 3,2 
ist, die Werthe 

ye = 387-64 
X5 = — 111-535 

aus diesen folgt nach 10.) 

887-66 

und 

a » 40<». 40'. 40", 

weicher Winkel ein spitziger sein mußs, weil Zähler und Nenner 
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des die tg o darstellenden Bruche« positiv eind. Ferner findet man 
aud 2*), indem man t»0 setzt, 

ft » 27'. 20'' 

und aus 11.) 

(2, 6) =^ 594-72. 

Dann wird das Polygon 0, 1, 2, 6, 7 aufgelöst, in welchem die 
Seite (0,7) und die Winkel an der Seite, respective Diagonale 
(2,6), welche wir mit y und d bezeichnen wollen, unbekannt sind. 
Man findet nach dem Schema des J. 13 mit Kücksioht auf die aicli 
ergebende Verschiedenheit 

|220O. 4'. 40"! fSlO®. 6'. 20"! I— 405'28i ' 

^"" i 2Ö. i. 20 /'"^"llöl. 0. 40 r^^'^^T 14- 773-92/ 

Die entere der zwei Auf loeungen ist unculfieeig, weil die un- 
bekannte Seite einen negativen Werth befcomml; »ue der letzteren 
hingegen^ in Verbindung mit dem Polygone 2» 8« 4> 1^ 0> ergeben 
sieh die Polygonwinkel 

(2) = o + y = 650. 42' 

(3) ^ _ 4- ^ 1030. 87' 

und zur Trobe der Eichtigkeit der Auflösung ist die Wiakelsumme 

8 10800, 

was mit der Formel 1.) roUkommen im Einklänge steht. 

§. 15. 

Aufgabe. In einem Polygone eind S Winkel unbekannt» 
diese zu bestimmen. 

Auflösung. Es seien die Winkel (m), (n), (p) unbekannt, 

man ziehe die Diagon»- 
len mn, np, pm, so zer» 
fSllt das Polygon in SPo- 
lygone, in welchen je eine 
Seite (die Diagonale), 
sammt den anliegenden 
Winkeln unbekannt sind, 
und in ein Dreieck, des- 
sen Seiten aus den 3 Dia- 
gonalen des Polygons 
bestehen. Durch Auf lö- 
* sung der Polygone ergeben sich die Diagonalen, sammt den Win* 
kein a, ß, S, c, ^. Duroh Auflösung des Dreieckes, dessen Seiten 
nunmehr bekannt geworden sind* ergeben sieh dio Winkel ^» ^ 




uiyki^uü Oy Google 



Verbindet man nun at]^, ß d- y und ö x e unter einander, so erhält 
man endlich die Polygonwinkel (ni), (n), (p), wobei die im vorigen 
§. gemachte Bemerkung in Bezug der Zusammensetzung der er- 
wähnten Winkel in aller Kraft bleibt. Es ist noch zu bemerken, 
dass aus den frefrebenen Umfanffsstücken zwei Polvffone construirt 
werden können, indem man die Theilpolygone aowohi innerhalb» 
als ausserhalb des Dreieckes auftragen kann. 

§. 16. 

Aufgabe. Aus den orthogonalen Coordinaten die Umfangs- 
stücke und Diagonalen eines Folygones zu bestimmen. 

Auflösung. Zur Bestimmung der Seite mb — l»m hat man 
die bekannte Helation aus der analytischen Geometrie 

(m— i,m)«=:(x,tt— )H<y«— yni-i)* 

Nach derselben Formel findet man auch eine beliebige Diagonale, 
man darf nur die Stellenzeiger gehörig rertauschen. 
Zur Bestimmung des Winkels (m) ergibt aus 4.) 

y«— ym-,=(-~l)"-Vm-l,m)Sin|(0}+(l)+...+(m-l)l • 
X«— x„,^,=(— t)»-Hm— l,m)Co8((0)+(l)+...+(m-l)| 

ym+x-ym=(-l)'»(m+l,m)Sin((0)-|-(l)+...+(m-^l>f(iii:l 
Xm+j— x„,=(--l)'"(m4-l,m)Cüs|(Oj-f(l)4-...4<m— l)4-(m)| 
Multiplicirt man die Iste dieser Gleichungen mit der 4ten, und 

tiubtrahirt davon das rroducl aus der 2ten in die 3te, so erhält man 

(m-f-l,m)(m,m— i; 
oder multiplicirt man die 2te mit der 4tcn, und addirt dazu das 
Froduct aus der tsten in die 3te, so wird 

CosCm)— (Xm+l — XmXXm — Xm — ^ j-j-(ym4- 1 " yin)(yin — Jm— i) jg/ \ 

^ , (m-|-l,m>(m,m— 1> " 

Durch diese zwei Gleichungen wird m) unzweifelhaft be- 
Btinmit. Dividirt man die erstere durch die letztere, so ergibt sich 

tg t m) — ' ^^"^ (jm—Jm - i )— (ym+ i — Jm) (Xm—^m-l) . 

— (Xm+i~X«) (Xm— Xm-i)— (ym+i—ym) (ym— yn-i) 

wobei die Zeichen des. Zählers und Nenners in der ursprünglichen 
Form mit denen des Sinus und Cosmus übereinstmimen, folglich 
zur Bestimmung des Quadranten, in welchem der Winkel liegen 
musB, Tollkommen hinreichen. 

Nach denselben Formeln kann auch der Neigungswinkel 
zwischen zwei Diagonalen berechnet werden, man darf nur die 
Stelienzeiger der Ecken gehörig vej tauschen. Z. B in dem Bei« 
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spiele des §. 8. soll der zwisohen den Diagonalen 3,5 und 3, 7 lie- 
gende Winkel bestimmt werden. Man findet 

♦ /^«PiN— - X3) Cy3 - vt) — (ya— ya) (xa— Xr)_ 5-800 



und 



X3) (xa— Ar J - (ya - } a) (ya— yr) 518-012 
(5,8.7) = 70.0'. 4". 

§. 17. 

Aufgabe. Aus den Umfangsstücken eines Polygones den' 
Flächeninhalt desselben zu bestimmen. 

Auflösung. Man ziehe aus dem Coordinatenursprung an 

alle Eckpunkte Dia- 
gonalen, so zerfallt 
dasPol vgon in Drei- 
ecke, deren Flächen 
wir der Kcilie nach 
mit den römischen 
ZiilVm T, TT, III 
u. s. \v. ])czeichnen 
wollen. Diese Flä- 
chen sind positiv, 
oder negativ, je nach- 
dem die Dreiecke durch Drehung der beweglichen Geraden von 
links nach rechts, oder umgekehrt entstanden sind (siehe §. (i). 
Bezeichnet man nun die Perpendikel, welche man vom Punkte o 
^ an die Seiten des Polygons ziehen kann, mit Iii, h2< ha , so er- 
geben sich für die Flächen der successiyen Dreiecke die Ausdrücke 

2. 1. = (1,2). hl 
2. II.=:(i,8).b, 
2. m. = (3,4). h. 




Aber hi, h«, bs . ... sind nichts Anderes, als die Ordinaten des 
Punktes o, bezogen auf Cooxdinatensysteme, deren Ursprung die 
Punkte i, 2, 3, .... und Axe der z die Linien 1,2, 2,3, 3,4, ... 
sind; demnach ist: 

hi=(0,l)Sinfl) 

h2=(l,2jSin(2)— (0,l)Sinj(2)+(l)l 

hs=:(2,3)Sm(3)~(l,2)Sin|(3)+(2)l+(0,l)SinI(3)4-(2j-Kl)l 
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und durch Substitution dieser Werthe in den obigen Ausdrücken 

ergeben aich: 

2. I = (1,2) (0,1) Sin (1) 

2. II = (2,3) (1,2) Sin (2) — (2,3) (0, 1) Sin ((2) + (1)] 
2. III = (3,4) (2, 3) Sin (3) — (3,4) (1,2) Sin 1(3) + (2;J -f (3,4) 
(0,1) Sin [(3) + (2) + (1)1 



Die algebraische Snmme dieser Ausdrücke ist nun gleich dem 
doppelten Flädieninbalte des Polygones, wobei die positire, oder 
negativ^e Eigenschaft der einzebien Dreiedce schon berücksichtigt 
istr indem die Formel 5.) die Gbosse h stets mit dengenigenZttchen 
liefert^ welches ihr nach Beschaffenheit des Dreieckes aukommt; 
demnach ist die doppelte Fläche 

2. F = (0, 1) (1, 2) Sin (1) — (0, 1) (2, 3) Sin [(1) + (2)) + . . . . 
+ (0, 1) (n - 1, n) Sin [(1) + . . . + (n- 1)| 
+ (1,2) (2,3) Sin (2) — (1.2) (3,4) Sin [(2) + (3)] + .... 

+ (1,2) (n — l,n) Sin [(2) + ... + (n — 1)] 
+ (2,3) (3,4) Sin (3) — (2,3) (4,5) Sin [(3) + (4)] + 
±(2,3) (n~l,n) Sin [(8) + .... + (n— i)J 



+ (n — 2, n— i) (n— 1, n) Sin (n -) 15.) 

oder mit Worten: Die doppelte Fläche des Polygones 
ist gleich der Summe der Producte aus je zwei Seiten 
mit WeglasBung einer einzigen, multiplicirt mit dem 
Sinusse der Summe der eingeschlossenen Winkel, 

wobei das Zeichen ^ gilt, je nachdem die Anzalil 
der summirten Winkel gerade oder ungerade ist. In 
dieser Furmel kommen die Seite (0, n) und die anliegenden Winkel 
(0), (n) nicht vor, sie ist demnach auch noch dann anwendbar, wenn 
im Polygone eine Seite, und die anliegenden Winkel unbekannt 
sind. Nach dieser Formel kann auch ein Theil des Polygones be- 
rechnet werden, der mittelst einer Diagonnle vom ganzen getrennt, 
wurde; ebenso lässt sich auch der Flächeninhalt einer zwischen 
zwei Diagonalen eingeschlossenen Zone durch zweimalige Anwenr 
dung dieser Formel, und nachhexige Sübtraction erhalten. 



« 
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§. 18. 

Aufgabe. Aus orthogonalen Coordinaten den Flächeninhalt 
eines Polygones zu bestimmen. 

Auflösung. Zieht man aas allen £c]q»unkten des Polygones 

8enkre<|hte Linien auf 
^ die A^sciBsenaxe« so 
.zerfallt das Polygon 
' In laijiter Trapeze^ de- 
rÄ '^V^ wir der 
"'iStMi^^ nach mit den 
^ römischen Ziffern T, 

II, III, bezeichnen 

•^^X vollen. Nun ist 

I — (yo+yO {»1— «•) — y# »1 — y» + yi *t — yi »• 
Ä. n — (yi+yt) (»t— X i) — yi Xf — yi + yt — yt 



yn Xn^i 

2. Q ^ (yn-f-y^) — Xn) = yn x^ — y« XQ + yo — y^ x^ 
addirt man diese CTleickunsen, wobei die mit denselben Stelien- 
Zeigern behalteten Glieder sich wechselseitig aufheben, so erhält 
man den doppelten Flächeninhalt des Polygones, und es wird 
2. F = jo (^1 — ^n) + y 1 (x 2 — +y a (x,— X J +. . . . 

2. F — Xo(yi --yn)+Xj (ya— yo)+x, (y9—yi)+'" 
+3ta(yo— yn-i). 

mit Worten: Die doppelte Fläche des Polygones ist 
gleich der Summe der Produote aus einer jeden Or- 
dinate In die Differenz der nächst hoherea und 
nächst niedrigeren Absoisse. 

Hat man eine Polygonseite, etwa o n, zur Abscissenaze, und 
d^ Eckpunkt o zum Coordinatenursprung genommen, dann wird 
x^wm^O, j^^O, xa» (0, n), yn« 0, und die Gleichungen 16.) 
werden einfacher. 

Vergleicht man die Formeln 15.) und 16.) mit einander, so 
sieht man, dass die letztere bedeutend kürzer ist, als die erstere; 
sie enthält bei einem n Eck n Glieder, während die erstere aus 
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(n— l )^(n— Q^^^ besteht Demnach, wenn die Anzahl der 

Polygonseiteu ziemlich gross ist, ist es zweckmässiger, aus den 
Umfangsstücken zuerst die Coordinaten der Eckpunkte, dann aus 
diesen den Flächeninhalt zu bestimmen, als unmittelbar nach der 
iS'ormel 15.) zu rechneu. 

§. 19. 

Aufgabe. Aus einem gegebenen Polygone eine bestimmte 
Fläche £ mittelst einer Transversale abzuschneiden, welche aus 
ein^ gegebenen Punkte des Umfanges ausgeht 

Auflösung. Man.Torlege den Coordinatenuisprung in den 
Punkt, durch den die TheilungsHnie geführt werden soll, denke 
sich an alle Eckpunkte Diagonalen gezogen, und berechne die 
Flächeninhalte der entstandenen Dreiecke nach den Formeln 
des §. 17. 

2. (0, i,2) = (l,2)(0,l)Sin(l) 

2. (0, 2, S) = (2,3) ((1, 2) Sin (2) - (0, 1) Sin [(2)4<l)j) 

a.(0,S,4) — (3,4)((2,3) Sin (3) -(1,2) Sin [(3) +(2)] +(0, 1) 
Sin|(3) + (2) + (l)j) 



Gesetzt nun, die algebraische Summe derm — 1 ersten Flächen 
ist noch kleiner als 2 f, aber die der m ersten Flächen grösser als 
2 f, so wird die Theilungslinie irgend einen zwischen den Eck- 
punkten m und m-j-1 liegenden Punkt der Seite m,m-)-l treffen; 
und wenn man den Abstaud dieses Punktes Tom Eckpunkte m mit 
z bezeichnet, wird 
2£-.(i,2)(0,l)Sin(l) 

+ ((1,2) Siii(«)-(0,i) Si» 



4-S ((m— l,m) Sin(m) — (m— 2,m^l) Sin[(m)+(m— 1)]+^ 

±(0,l)Sin[(m)4....4-(l)l) ....17.) 
Daraus kttm z mit leichter Mühe gefunden Werden. 

Sollten von demselben Punkte noch mehrere Tfaeilungslinien 

gezogen werden, durch welche die Fläche f', f", .... abgeschnitten 
werden, so yerfahre man auf ganz ähnliche Weise, jedoch mit dem 
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ünienchiede. dasB man in 17.) siattf f ^ 

zu setzen hat, um sich von den ohnehin nicht bekannten Längen 
der Theilungslinie unabhängig zu maehen. ' 

Beispiel. In einem Polygone sind gegeben 

(0) = HO" 20'. 10" (0, 1) 327-35 

(1) = 136. 8. 20 (1,2) = 382-70 

(2) =- 93. 55. 30. (2,3) = 203 10 

(3) -»205. 41. 40. (3,4) = 419-75 



man soll von o aus eine Fläche von 66756 abschneiden. Man 

findet, dass (0, 1, 2) zu wenig, aber (0, 1, 2, 3) schon zu viel ist; 
die obige Gleichung reducirt sich demnach nach allen möglichen 
AbÜTzungen auf 

46706 5» 632801 z; 

daiauB folgt: 

73*809. 
§.20. 

Aufgabe. Aus einem Polygone, dessen Endpunkte mittelst 
CoordinaLLii Lestiiiimt sind, eine gegebene Fliiche 1 abzuschneiden, 
wobei die Theilungslinie aus einem bestimmten Punkte des Um- 
fanges ausgehen soll. 

Auflösung, llilan bezeichne den Eckpunkt, aus welchem 
die Theiliingalinie ausgehen soll, der £in£Eichheit wegen mit dem 
Btellenzeiger 0, denke sich aus diesem Punkte die Diagonalen 
Ö,^ 0,8 .... gezogen» und berechne die Flächeninhalte djer abge» 
sehnittenen Figuren nach §. 18, so ergeben sidi: 
2(0, l,2J = yo (Xj— x,) + yi {x^—x^)+y^^x^—x^) 
2(0,l,2,3) = yo C^i— ^a)+yi (^a— ^ J-j-^a (^a—^J+ya (^o— x»); ^ 



sresetzt nun (0, l,2...m) < f < (0, 1, 2....m, m4-l), so wird die 
Theilungslinie durch einen auf der Polygonseitc m, m-\-i liegen- 
den Punkt gehen. Seien die Coordinaten dieses Punktes x, y ; so ist 

2£=-ya (^«-"^o)+ya (Xs—xJ-f ....-|-y(Xo~x«) ... 18.) 

ftosserdem aber hat man noch aua der .beiliegenden Figur wegen 
Aehnliohkeit der Dreieoike: 
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(y— ym) : (X— Xm) -= (y,n+i— Vm) : (^m+ i -^m) i8'.) 

Aus diesen zwei (xleichungea lassen sich die unbekannten x, y 
zuverlässig bestimincn. 

Sollen aus (lernselbcTi Punkte mehrere Theiiungslinien gezo- 
iifcn werden, welche die Flüchen f, f", f" abschneiden, so ver- 
fahre man genau auf dieselbe Weise, mit dem Unterschiede, dass 
man in der Formel 18.) anstatt £ nacheinander f-|-f', f-j-f' + f"> 
setzen muss« um Bich von den etwaigen Unrichtigkeiten in der Be- 
stimmimg der Yorbergehenden TheilungsUnie unabhängig zu 
machen. 

§. 21. 

Aufgabe. Aus einem Polygone eine bestimmte Flache £ 
mittelst einer Geraden abzuschneiden, welche mit einer gegebenen 
Linie parallel ist 

Auflösung. Man berechne die Coordinaten aller Eckpunkte, 

bezogen auf ein Coordinatensystem, dessen Axe der x auf die ge- 
gebene Jiinie senkrecht steht; ordne die Abscissen nach ihrer 
Grosse, und berechne die Länge der Transversalen, welclie durch 
siimratliche Ecken des Polygons parallel mit der gegebenen Gera- 
den gezogen werden können, auf folgende Weise: Es seien Xh, x,n, 

Xh + i drei au fei n- 
anderfolixende 
Abscissen , so 
dass Xh < Xm < 
Xb+i • dann ist 
aus der beilie- 
gendffli Figur, ' 
wenn man die 
_ Transyersalen 
■X f " mit t bezeichnet» 

8 
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und zur Unterecheidung die Stellenzeiger der Eeken ansetzt 

ta^MP — mP. 
Aber aus 18'.) folgt, dass 

njP mam 

demnach 

— •••• 19.) 

Aus den Transversalen, welche untereinander Trapeze bilden, 

rechnet man die Flächen, dieser Figuren, und summirt sie fort, bis 
die Summe die abzuschneidende Fläche übertrifft. Eb sei nun der 
Flacbeuiuhiiit der Figur bis zur Tranßvtraale th ^ f, und der Un- 
terschied 

f — f — u 

kleiner als die Fläche des nächstfolgenden Trapezcis, so wird die 
Theilungslinie zwischen den Eckpunkten h, und m durchgehen; 
bezeichnet man die Länge dieser unbekannten Transversale mit t, 
und die zugehörige Abs(dsse mit x, so ist 

2 u (th+t) fx — Xh) 20.) 
ausserdem aber hat man noch wegen Aehniichkeit der Dreiecke: 
(t— th) : (tn,— th) = (x— Xi) : (x„— Xh) .... 20') 

Aus diesen zwei Gleichungen lassen sich die Unbekaiintesi t 
und X leicht bestimmen. J>ie Auflösung fuhrt zu einer Gleichung 
des zweiten Grades, und von den gefundenen Werthen muss deije> 
nige genommen werden, welcher positiv ist;, und zwischen den be- 
kannten Grenzen t^ und t^ liegt. 
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§^ 22. 

In den praktischen Wissenschaften ist es nicht hinreichend, 
eine allgemeine Auflösung irgend einer Aufgabe zu geben; eon- 
derA man muss trachten, sich von dem Grade der Genauigkeit ein 
Urtheil zu verschaffen; namentlich muss man den Eiiifluss kennen 
lernen, den ein Fehler in irgend einem Bestimmungsstücke auf 
das Resultat ausübt, damit man auf die Messung der liacklicheren 
eine grössere Sorgfalt verwenden könne. Da die zu befürchtenden 
Fehler immer Uein sind» indem wir sie nicht aua Versehen, Bon- 
dem lediglich aus der Ursache entstanden voraussetzen, dass sie 
sich ihrer SLleinheit wegen der Aufmerksamkeit, yielleicht auch 
den Messungshülfsmit'teln , des Geometers entziehen : so können 
wilr uns hei dieser Untersuchung der IMfferentialrechnung hedie- 
nen, und alle Entmckelungen nur his zu den GHedem der zweiten 
Ordnung ausdehnen. Gehen wir nun die wichtigsten Formeln des 
ensten Abschnittes der Beihe nach durch« 

§. 23. , 

Aus der Gleichung 2.) folgt durch Differentiation: 

dW dA 21.) 

d,h. ein Fehler in der Messung irgend eines Polygon- 
winkels geht in den unbekannten Winkel 4n derselben 
Grösse, aber mit entgegengesetztem Zeichen über. 
Setzt man alle Winkel eines n Eckes im Mittel um dw fehlerhaft 
voraus, welche Grösse ebensowohl positiv als negativ sein kann, 
dann wird der mittlere Fehler in W, nach den Kegeln der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, durch die Formel bestimmt • 

dW«=dw t/n— i 2V.) 
§. 24. 

Aus den Gleichungen 5.) folgt, wenn man irgend eine Seite 
allein [etwa (h— h)] fehlerhaft annimmt: 
dy«-(^l)i^i Sin [(0)+(l)+,..+(h-l)l d(h-l,h)l 
d x.-.(-.iy^> Cos r(0)+ (l)+...+(h-l)l d(h-l,h)| 

3* 
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Bezeichnet man den Winkel ^ welchen die fclilcrhaf'te Seite 
(h — i, h) .mit der poaitiTen Halbaxe der z~ einschliesst» mit a, so 
ist nach 3.) 

(—1)11-1 Sin [(0) + (1 )+...+ (h—l)J^ Sin o 
(—1)11-1 Sin [(0)+(l)+ *)]—CoB«; 
demnach auch 

dv„«d(h-l) Sinai 

dxo ^ d (h— IjCoöaj 

Diese Ausdrücke sagen, dass die Coordinatenf ehler 
eines Punktes m nichts Anderes sind» als die Projectio- 
nen des Seitenfehiers auf die respectiven Coordina- 
tenaxen. Sie gelten» und bleiben sich gleich für alle Werthe 

vonm h, liin^egcn liir m < h sind sie =0j weil in diesem Falle . 

d(h — l,h) = Oiöt Es folgt hieraus, dass ein Fehler in irgend 
einer Seite allen darauf folgenden Punkten des Po- 
lygones eine mit der fehlerhaften Seite parallele 
Verschiebung ertheilt, während die Torangehenden 
Punkte ungeftndert bleiben. 

Wenn man nur einen Winkel allein, etwa (h) fehlerhaft vor- 
aussetzt, so crliiilt man: 

d v„ = [(-l)'Mh,h+l) Cos ^0) + (l) + ...+(h)l+(-l)h+»(h+l, 

h+2)Cos|(0)+(l)+...+(h+l)]+....+(— ir-Hna— l»m) 
CoB[(0)+(l)+...+(m-i)l] d(h) 

d x„=- [(-l)*(h,h+l)SinI(0)+(i)+..+(h)]+(-l)*+^(h+l, 
h+2)SinI(0)+(l)+..,+(h+l)J+...+(-l)»-«(m-l,m) 
Sin [(0) + (1) 4....+(m-i)]J d(h); 

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen 5.) 

d = ( Xm— Xh) d (h)| ^ ^ ^ ^ ^ 

dXm=— (jm— 7li) (1 (h)J 

Diese Formeln sagen aus» dm die Fehler in den Coor- 
dinaten des Punktes m den Projectionen der Diago- 
nale h m auf die gegenseitigen Qoordinatenaxen* 
proportional sind. 

Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, und zieht die 
Quadratwurzel aus, so wird 

V/dxn,=^ 4-d yI^=V/lXm — Xh)'' +(ym — yh)' d (h).. 

Nun bedeutet V^dxm' -1*^ =da die VerrückungdesPunktesm, 
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ferner ist \/(x,„ — Xh)^ + — Vh)^ = der Diagonale (h, m); 
folglich ist die Verrückung des Punktee m, oder 

d(T — (h,m) d (h); 
d. h. die Verrückung geht in einem Kreiabogen vor 
sich, dessen Kadiua der Diagonale zwischen dem 
fehlerhaften und gesuchten Punkte gleich ist. Be- 
riiokfiichtigt man diese Beziehungen, und bezeichnet denWinkel« 




welchen der positiTe Theil einer Senkrechten auf die Diagonale h m 
mit dernegati^enHalbaze der x einschliesst^mit B, so wird allgemein 

Xm— Xh = (h, m) Sm B 

Vm— yh= (h,m) Cos 0; 
folglich durch Substitution dieser Werthe in der Gleichung 23.) ' 
entsteht 

dx,n= — (li,m)Co8(0)d(li)i=— dcrCo8(Ö)j 
d. h. die Fehler in den Coordinaten des Punktes m 
sind nichts Anderes, als die Projectionen der Ver- 
rückung desselben auf die respcctiven Coor dinaten- 
axen. 
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§. 25. 

Wenn in einem Polygone zwei Seiten imd 1 Winkel [etwa 
(n,o) und (m)] unbekannt, und eine iseite |(h— l,h)l feh- 
lerhaft sind, so gelangt man zu den Fehlern der unbekannten Sei- 
ten auf folgende Weise: Man differenzirt die Gleichungen 7.) 
nach allen Veränderlichen, man erhält dann: 
(-.tyi-i Sin [(0)+(lH....+(h-l)l d (h-l,h)+(-l)^-» Sin [(0)+ 
(l)+...+i'k-l)ld(k-l,k)=0 

CoB [(0)+(l)+...+(h-.l)l d (h-l,h)+(-l)^-^ Coa [(0) 
^(1) ^ 4- (k- 1) d (k— i,k)=d(n,o) 

Diese Gleichungen lasaen sich geometriich durch ein Dreieck 

darstellen, desBen 

(^^.\.M Seiten mit den feh- 

v'^^^ lerhafien.Seiten des 

X,^' PolygoncB parallel 

\f >^ laufen; denn Terlän- 

. m gert man die fehler? 

haften Seiten, bis 
\ sie sich in A, B. C 

/ \ ^Ss. \ durchschneiden, und 

^ 9 • " bezeichnet Seiten 

und Winkel des Dreieckes mit a^ b, c, und A, B, C, ßo hat man 
die Fundamental-Belationen 

c Sin A — a Sin C = 0 
c Cos A -|- a Cos C 
Nun ist laut (ileichung 3.) allgemein 

(—1)11-1 Sin[(0)+(t) +...+ (h— 1)1 = Sin A 
b^t CoB [(0) +(1)+".+ (h— 1)1 = CoB A; 

femer wegen 

360 — <r = C 

i«' r^. 

(__l)k-iSin[(0)-4-(l)-f... + (k— l)| = Siny:i= — SmC 
Co8l(0) + (l) + --. + 0^— V)| = Cos7 :=CoB C. 
Durch Substitution dieser Werthe in die obigen Gleichungen 
entstehen 

d(h— 1, h) Sin A - d (k- 1, k) Sin C =0 
d(h— Ih) CosA+d(k— l,k)Co8C=d(n,0) 

Vergleicht man diese Systeme von Gleichungen mitemander, 
80 erkennt man Begleich, dasB sie identisch sind, wenn 
a:b:c=d(k— l,k):d(o,n);d(h— l,h) 
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d.h. die 3 Seiten dieses Dreieckes stehen zu einan- 
der genau in dem Ver liältnis se, wie die respectiven 
Seitenfehler des Polygons. 

Loset man die Gleichungen nach d(k— -l^jc) und dXo,n) auf, 
ao erhält man 

d (k-i k) - ( i).->- ^i"l(o)+ ('H-- +(''-*)l j(h 1 

a(0,n)_( 1) Sln|(0) + (l)+...+("k-l)r*^'''" '^T"*^^ 
. = Sin|(k) + (k+l)+... +(h-l)l f 

Siii|(0)+(i)+...+(k-i) 

je nachdem h ^ k. 

Wenn in demselben Polygone ein Winkel allein [etwa (h)) 
fehlerhaft ist, so entstehen durch J)iiferentiation nach allen Ver- 
änderlichen 

[(-l)'»(h,h+l) Coe [(0)+(l)+".+(H)l+.«+(-ir(m,m+l) Co8[(0) 

+(l)+."+(ni)l +....] <1(»^) 
4.[(--ir(m,m+l)Co8[(0) + (l)+...+(m)|4-....] d(m)+ (— 

8inl(0)-f(l)-f ... + (k+l)l tl(k— l,k)=0 * 

-.[(_l)h (h, h + 1) Sin [(0)+ ( 1) +...+ (h) j + ....+(-!)«» (m, m+ 1) 

Sin[(0) +(1) +..+(m)l+„.] d(h) 

-[(-i)-(m,m+l)Sin[(0)+(l)+...+(m)l+...]d(m) + (-.i)k--t, 
Cos [(0) +(1) + ... + (k+1 )1 d (k— 1, k)= d (n, 0) 

Es ist aber- nach 13.) d(m)=: — d(h), demnach reduciren sich die 
Ausdrücke auf 

[(---l)nh,h4-l)Cosl(üj+..4-(h)l + ...4-(-ir-Hm-l,m)Cost(0) 
+...+{m- i)]]d(hH-(-l)k-'Sml(0)+..+(k -l)]d(k-.l,k)=0 
—[(-1)»» (h, h+1) Sin [(0)+..+(h)l+...+(-l)— i(m-l, m) Sin[(01 

4-...+(m-l)l]d(h)+(-l)»^-«Co8[(0)+..+(k-l)ld(k-l,k)=d(0,n) 
oder endlich mit Rücksicht auf die Formeln 5.) 

(x„-Xu)d(h)+(-l)i'-iSinI(0)+(l)+..+(k-l)Jd(k-l,k)=0 

-(y«-yii)d(hHK-i)^-*Co8[(0)rHi)+..-Kit-i)ld(k-~a)=^^ 

Die geometrische Gonatruotion dieser Ausdrucke gibt ein 
Dreieck, dessen 2 Seiten mit den swei fehlerhaften Seiten dei 

Polygoncs parallel laufen, die dritte aber auf die zwisdien den 
fehlerhaften ^\ inkcl -Ecken gezogene Diagonale senkrecht steht. 
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Verlängert man näm- 
lich die zwei febler- 
haften Seiten« und 
zieht auf die Diago- 
nale h m eine Senk- 
rechte, welche liiit 
der negativen liail)- 
axe der x den Win- 
kel Q einschliesst, 
und bezeichnet Sei- 
ten und Winkel mit 
a* b, c, A, B, C, 80 hat man allgemein 

a Sin C — c Sin A =: 0 
a Cos C c Cos A = b. 
Aber vermöge der Gleichung 3.) ist ^ 
* (_l)k-i Sin[(0)+(l)4-...-Hk— l)] = Sin A 
(—1) Cos[(OH-(l)+....+(k--l)l=Cofl A;., 
folglich mit Berücksichtigung der Gleichungen 23.) 28'.)> und an- 
statt B^C gesetzt, erhalt man 

4.da SinC-|-d(k— U k) Sin A=:0 

da Cos C +d (k— l,k) Cos A =d(0,n). 

Durch Vergleichung dieser zwei Systeme ergibt sich dann, 
daas sie identisch werden, wenn 

a:b:c=:da: — d(0,n) : — d(k -l, k), 
d. h. die 3 Seiten des erwähnten Dreieckes drücken 
das Verhältniss unter den Seitenfehlern, und der 
Vjerrückung des Punktes m durch den Winkelfehler 
in h vollständig aus. - 

Löset man die obigen Gleichungen auf, so erhält man 

dck-.i,k)=- ^_ijk-i Sin KO)+ei) +...+(k-i)J ^ I ^ 

(yn»-yi,)SinKO)+..«Hfc-i)l+(xm-xh)Cos[(o).h....Kk-.i)j . ( ^ö.) 

8in((0)+(l)+...+(k-l)] ^^^^J 



§. 26. 

Es seien in einem Polygone eine Seite und 2 Winkel [etwa 
(n^), (k) und (m)] unbekannt, und eine Seite [(h-— 1, h)] fehler- 
haft, so erhält man durch Differentiation aus den Fundamental- 
Gldchungen 7.) und 2.) 



üiyiiizea by Google 



41 

(_l)h-i Sin[(0)+..+<h-l)J d(h-l,h)+[(~l)Mk,k+l; Cos 1(0) 

+ •+(k)l+...j d (k) + [(-ir(m,m+l) Cos[(0)+...+Cm)]+...] 

d(m)=0 

l)h-i Co8[(0)+.. + (h-l)ld(h-«l,h)-[(-l)Mk,k+l) Sin ((0) 

-h-Hk)]+...] d (k) - Sin [(0)+..4Kni)H-..] 

d(in)=d(o,n), 
d(k)-|-d(m)=0 

Eiliminirt man aus diesen Gleichungen d(m), so erbält man: 

(_l)h-iSm[(0)+(l)+...+(h-l)]d(li-l,h)+[(--l)k(k,k+l)Co8|(0) 

+(l)+...+(k)]+...+(-ir-Hm-l,m)Sinl(0)+il)+...+(m^ 

(_l)h-i Co8Küj+(l)+...+(h-l)ld(h-l,h)-[(-l)Mk,k+l)Sin[(0) 

4Kl)+..+(k)l+".+(-l)'^M»n--l,m)SmI(0H-(l)+..HHm^ 
d(k) = d(n,o), 

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen 5.) 
|;_l)h-i Sin[(0)+(l)+...+(h-l)] d(h-l,h)+(x«-Xk)d(k)=0 
i)i»-iCoß[(0)+(lH-...+(h-l)ld(h-l,h)-ör„-yk) d (k)=d(n,o) 
Durch eine der im yoiigen §. gegebenen ähnliche Beweisfüh- 
rang ersieht- man leicht^ dass diese Gleichungen durch ein Dreieck 
dargeetellt werden können, dessen zwei Seiten mit den zwei feh- 
lerhaften Seiten des Poly^gones parallel laufen» die dritte aber auf 
die Diagonale, weLohe die Scheitel der % fehlerhaften Winkel Ter- 
bindet, senkrecht steht; 8*0 dass die drei Seiten des Drei- 
eckes diesen^S respectiren Fehlern proportional sind. 
Aus den obigen Gleichungen folgt durch Auflösung : 
dCk)— (-^)'-'SmiiUj+(l)+-+(h-l)ld(h-l,h) _ j 
' x,„ — Xk 7 

r(x„,--Xk) Cos [(0)4-...4-(h— ( 26.) 

d(n,o)=(-l)-to:=i^^^ d(h-i,h)) 

Es sei in demselben Polygone ein A\'iukel (h) allein fehler- 
haft, dann erhält man aus den Gleichungen 7.) durch Differen- 
tiation nach allen Veränderlichen 

[(-lHh,h.|.l)CosUO)+(lH-...+(t)H-.-] d(h) + [(-l)'' (k,k^l) 
Cos [(0)4-...+(k)]+...]d(k)4-[(-l) «(m, m+1) Cos l(0)+...+{in)l 

+ ...]d(m)=0 

— [(_l)'^(h,h+l)Sin[(0)+(l)+...+(h)l+...] d (h) - [(- l)Mk, k- 1) 
Sin [(0) +...4-(k)]-^....id(k)— [(-1)- (m, m+l) bin [(0) +...-Hm)l 
. . .J d (m) =d (n,o) 
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d(li)+4l(k)+d(m)=0 

' Au8 diesen Gleielivuigen folgt duToh Eliminfttion von d(m) 
[(-l)»'(h,h+! ) Co8[(0)+(l)-l-...4-(h)l+...+(-ir-Hm,m-l) 
Co8|(0j-|-(l)+...+(m— 1)]J d(h) 

+[(-.l)k(k,k+l>Coe l(0)+(l)+...+(k)l+....+(-l)—' (m-l,m) 

CoB I(Oj+(i)+w..+(n^-*)l] d(k)=0 

-[(-l)Mb,h+l)Sin((0)+(l)+...+(h)l+....+(-ir-i(nwl,ill) 

Siu[(0)+(I)+...+(m-l)lJd(h) 
-[(-l)«' (k, k+1) Sin [(0)+(l)+...+(k)j+....+(-l)— i (iii-l,m) 

Sinl(0)+(l)+...+(m-l)lJ d(k)=d(n,o), 

oder mit Rücksicht auf 5.) 

Xt) d (h) + (x„-x 0 d (k) = 0 
— (Vm— .Yh) d (b) — (jm— Vk) d (k) :=:d(n,o). 
Zieht man die Diagonalen hm und km, und erricbtct aus dem 
Punkte m Senkrecbte auf diese, bis sie die Seite on schneiden, 
80 entsteht ein Dreieck, dessen Seiten den Verrückungen 
des Punktes m nur durch die Einwirkunjx der Win- 
keltehler in h und k allein, und dem Fehler in (n,o) 
proportional sind; denn die obigen Gleichungen lassen sich 
mittelst der Gleichungen 23.) und 23 .) so darstellen: 

dtjSin04-da'Sin0'=O * 
•-da Cos e - da' Cos 0'=d(n,o)> 

wo da und d die Ver^ 
ruokungen des Punktes 
m, Q und & aber die 
Winkel bedeuten, welche 
die Senkrechten auf die 
• Diagonalen km» und hm 
mit der negativen Halb* 
axe der x' ansehliessen; 
aus dem Dreiecke ABC 
A «' C aber hat man 

c Sin A — a Sin C = 0 
cCosA-|-aOosC=:b 

c Sin 0 — a Sin Q'z=zO 
— o Cos 0,+ a Cos 0' = b. 
Durch Verglmchung dieser swei Systeme von Gleichungen 




oder 
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ergibt Bich dann» ÖM», wenn «ie identiBoh werden eolieli, die Pro- 
portion bestehen muss 

a: b:e=: — da' : d (n,o) : da« 
wodurch der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Auf ähnliche Weise erhält man durch Elimination von d(k) 
die analogen Ausdiücke : 

(Xk— Xh) d (h) + (Xk— x„) d (m) = 0 
— (jk— Jh) d (h) (yk— 7„)d(m)=d(n,o) 
hieraus folgen .durch Auflösung 



ti.) 



— Xk 

d(D,o)=[-(y^y^4i^5!=^!^i^^=^!!>l d(h) 



§. 27. 

Nimmt man in den Formeln des vorigen §. k — o und m = n, 
d, h. die unbekannten Winkel an der unbekannten Seite liegend 
an» dann entstehen aus denselben folgende Ausdrücke: 

(D,o)d(o)=-(-l)i»-iSin[(0)+(lj+...+(h--.l)ld(h-U)l 

=— (n,o) d(n) > . • . M'.) 

d(n,o)=(-^l)«^iCoB[{0)+(l)+..^-(h-l)ld(h-l,h)J 

und das Dreieck» dessen Seiten das Fehler* Vcarhältniss darstellen, 
wird rechtwinUioh. Femer 

(n,o)d(o) = — [(n,o)— Xbjd(h) | 

( n,o) d (n) = — Xh d (h) > . . . 27',) 

dfn,o)=ryhd(h) ) 

wo das (las Verhältniss der Fehler versinnlichende Dreieck ebenr 

falls rechtwinklich ist. 

§. 28. 

Wenn in einem Polygone 3 Winkel (etwa (k), (1), (m)] unbe- 
kannt, und eine Seite (h — 1, h) fehlerhaft sind, erhält man aus 
den Fundamental -Gleichungen 2.) und 7.) durch Differentiation 
nach allen Veränderlichen: 



44 



(-.l)b-t Sin [(0) + (1)4- ... + (h- 1 )] d (h- 1 ,h) +[ (- 1) k (k, k + 1) 

Cos [(0)4-(l)+....+(k)]+...] d (k) 
+[(-l)HU+l)Co8[(0)-f(l)4-...+(l)l+...] d (l) + [(-l)-(m.m+l) 

Cofl [(0)+(l)+...+(m)]+...i d (m) = 0 
(_l)ii-tCoB[(0)+(l)+...+(h-l)ld(h-l,b)-[(-i) k (k,k+l) 

Sin[(0) + (l)+...+(k)]+...]d(k) 
-[(-l)HU+l)Sinl(0)+(l)+...+(l)14-...] d(l) - [(_l)™(m,m-Hl) 

Sin [(0)4- (l)4-...4-(m)+...] d(m)3=i) 
d(k) + d(l)+d{m)=0. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungesi eineii der Fehler, etwa 
d{m), und berücksichtigt die Formeln 5.), so entstehen 
(_l)ii-iSinI(0HKt)+..4Kh-l)ld(h-l,hH<x„-Xk)d(k>^^^ 

da) = 0 

(-l)i^-«Cos[(0)4Kl)+.^4<b^l)Id(h-l,h)-ö:«,--yk)d^^ 

da) = 0 

Diese Glmcbungen lassen sich geometrisch durch an Dreieck 
darstellen, dessen 2 Seiten auf die Diagonalen k m.und Im senk- 
recht stehen, die dritte aber ndt der fehlerhaften Seite parallel ist; 




denn construirt man dieses Dreieck, und bezeiclinet die Seiten 
desselben mit a, b, c, den Winkel zwischen der Seite (h — l,h) und 
der positiven Halbaxe der x mit a, sowie auch die Winkel, welche 
die Senkrechten auf die erwähnten Diagonalen mit der negativen 
Halbaxe der x einschliessen, mit B und und die Verrückungen 
des Punktes m ndt da und da', so lassen sich die obigen Glei- 
chungen audi so schreiben: 
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d (h— l.h) Sin a -|- do' Sin e'+d<y Sin 0=0 
d (h— l,h) Cos a^d(r'Co0e'— dir Cos 0=0 

Aus der Figur aber hat man 

PR + RB 1= PB, 
PQ + CQ = PC, 

oder 

b Sin a -4" c ® — ^ Q' = 0 
. b Cos a » c Cos 0 4*^ ^^'^ = 0* 
Durch Vergleichung dieser 2 Systeme sieht man leicht, dass 
sie identisch werden, wenn 

a : h : c =: — dif* : d (h— 1, h) : d <f 
l'olglich die Seiten di.e ses Dreiecltes sind den rcspecti- 
ven V err üc ku D g en des Punktes m durch die Fehler 
in k und 1, und dem Seitenfehler proportional. 

Aus den obigen Gleichungen erhält man durch Auflösung: 
fCYm— y i) Sin[(0)+ . . . 4-:(h-l)] 1 

r(v™-yk)Sin[(o)+...+(h-i)]"| . • r '• 

d(i) = L+(^--^)c^«i(0|+-+(h^^)]4 

\ (}m-yi)(Xm— Xk)— (x„_xi)(y„,_yk) ^' 



h) 



r(yi —70 Sin 1(0) + ... O-fh-Dl] 

d(m)=-(-l)4^"^"'^ Co^ K0)-H»>4(>^-i)lJd(h^,, 
^ ^ (y«-yi)(3Km— Xk)— (x«Ji)(ym-yk)^ 

Setzt man in demselben Polygone einen Winkel (h) fehlerhaft 
roratts, so erhält man aus den Fundamental- Gleichungen durch 
Differentiation nach allen Yerlinderlichen: 

[(_l)h(li.l^+l)Cos[(0)+..+(hj;+...] d(h) + [(_l)Hk,k+l)Co8[(0) 

+...+(k)l+....J d(k) 

, l+i—^y Cos[(0>h.+(1)]+^] d (1) + [ (- (m, m+1) 

Cos[(0)+...+(m)]+...] d(m)=0 

[(-l)»»(h,h+l)Sin((0)+..+(h)]+...] d(h} + [(-l)Xk,k+l)Sin[(0) 

4....+(k)J+....]d(k) 

[+(-l>UU+i) Sin l(0)+. +(!;]+...] d(l) + [(-i)» (m,m+l) 

Sin[(0)+.„.4.(m)]+. ..] d(m)=0 
d(h)+d(k)+d(m)=0. 

Aus diesen Gleichungen folgen durch Elimination von d(m) 
und Berücksichtigung der Gleichungen 5.) 
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Xb)d(h)4-(x„— Xk)d(k)+(js«— x,)d(lj=0 
(y»-yii)d(hH-(y«-yk)d(kH-(y.-y , )d(l)=0 
Dieae Gleicliangen werden geometrisch duxch ein Dreieck 
dargeetelli, dessen Seiten auf die Diagonalen hm» km« Im senk- 
recht stehen 
denn bezeich- 
net man die 
Seiten dieses 
Dreieckes mit 
a, c, und die 
Winkel, wel- 
che diese mit 
der negativen 
Halbaxe der x 
einschliessen, 
mit 0, 0', 0", 
sowie die Ver- 
rückungen des Punktes m durch die Fehler in h, 1, k mit da, da', 
da", so lassen sich die obigen Gleichungen auch so ausdrücken: 
d(7 Sin 0 + da' Sin & + da" Sin 0" = 0 
d a Cos 0 4- da' Cos 8' d a'' Cos ^' = 0 
Ans der Figur aber hat man 

PR 4- KA — PA 
PQ+QB = PB . 

oder 

b Sin 0 + a Sin 0' — c Sin 0" = 0 
b Cos 4- a Cos 0' — c Cos 0" = 0 

Diese 2 Gleichungen werden identisch, wenn die Proportion 

besteht 

b : a : c :=r d <T : d rr' : — da" 
d. h. die Seiten des Dreieckes haben zueinander dae- 
selbe Verhältniss, wie die correspondirenden Ver- 
rückungen des Punktes m durch die Winkelfehler. 
Durch Auflösung dieser Gleichungen ergeben sich endlich: 

(Xm— 3tk> lym— yi) — (ym— yk) (x„— Xl) 

— (^m— (ym— y>) — ("ym—yh) (Xm— »0 ^ ^ji 



d(k) 



d (m) = 



(x«— Xk) (ym— yi)— (ym— yO (»m— xi) 

r(Xa»— Xk)(ym-~yh)— (Xl— Xh) (ja— y^)"| 

l +<x^xO(ym-yi) J 

(X«— Xkj y 0 ^ (yÄ—yn) (xm— xi ) 



.29.) 



d(h) 
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Der Einfluse eines Seitenfehlers auf den Flächeninhalt ergibt 
sich auf folgende Weise. Es sei die Seite (m-7-l,in) fehlerhaft, 
ao hat man aus 15.) dur^h Diiferentiation: 



(m— 2,m-^l)Sinrm— 1)— (m_3,m-.2)Sin[(m— 1) 
|4-^.+(n--l,n)Sin|(m)+...-|-(n— 1)] 



aber die eingeklammerten Keihen sind nichts Anderes, als die 
Perpendikel, welche von den Endpunkten der nicht TOTkommen- 
den Seite o n auf die fehlerhafte gezogen werden können. Besseich* 
net man diese Linien mit p» p', so ist 

d F = d (m— l,m).£^^ 30.) 

d. h. der Fehler in der Fläche ist gleich dem Flächen- 
inhalte eines Rechteckes, dessen eine Seite dem 
Seitenfehler, die andere aher dem arithmetischen 
Mit^tel zwischen den obigen Perpendikeln gleich ist. 

In der That, wenn in 
der beiliegende Figur 0, 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 das feh- 
lerfreie, und 0, 1, 2, 3, 4', 
5', C, 1' das fehlerhafte 
Polygon darstellt, so ist 
der Fehler in der Fläche 
= 4, 5, 6, 7, 7', 6', 5', 4' 
— 0, 7, 7'. 

Zieht man von den 
Punkten 0 und 7 senk- 
rechte auf 3, 4, so ist 




— n 



4, 6, «, 7, 7', 6', 5', 4' = (7, 7') p 

P— P' 

2 



0, 7, T = (7, 7') 



4, ö, 6, 7, 7', 6', 5', 4' — 0, 7, 7' = (7, T) ^i^l 
Setzt man einen Winkel, etwa (m), fehlerhaft voraus, eo wird 
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2dF=d(m) 



(iiu.1 jin) {(m,in-^l) Co8(m) — (m-f-l^m-f-S) Gob[(]ii) 

+{m4-l)H-...+(n— l^)Co»f(mH-«.+(n— 1)]} 
+ 2,in— I) {— (m, na+l) Cob [(Itn— l)-[-(m)] 
+ (m-f-l,m-|-2) Cos [(ra— 1) 4-(m)+(m+l)l— ... 
l,ii;Coß[(m— 1)]} 

+ 



31.) 



+(0,l){±.ni,ni4-l) Co8 |(l)+...(m)| +:m-[-l,ni+2) 
Cos |(l)-f....-t-(in+l)J t (n— 1,11) Cüs[(l)+... 
[_+(n-l)]} 

Nun sind die eingeklammerten Hozizontalreihen nichts Andc- 
tWf als die Differenzen der Absoissen der Punkte Ii und m, bezo- 
gen auf die Coordinaten-Axen (nifin — l),(m — l,m — 2),(m — 2,m — 3), 

(0> 1). Unterscheidet mnn diese Coordinaten mit so viel 

Strichen^ wie riel Einheiten der Coordinatenuisprung cum Stellen- 
seiger ha/t, BO Ifieet eich diese Formel auoh so eoliieiben: 

+...+(0,l)(x;(»)--^x„a))] 

oder 

2dF==d(r[(m— i,m)Sin0C«)4^m— 2,m--l)Sin©C»-^)-t-..+(0,l) 

SinÖ<i)l Sr.) 

Mit Worten: Der Fehler in der Fläche ist gleich einer 

Dreieckfläche, dessen Grundlinie (gleich ist derVer- 
rückung des letzten l^unktcs im Polygone, und die 
Höhe gleich ist der algebraischen Summe der Pro- 
jectionen sämmtlicher zwischen dem Anfangsp unkte, 
und dem Scheitel des fehlerhaften Winkels liegen- 
den Polygonseiten, auf die Diagonale, welche den 

fehlerhaften mit dem 
letzten Eckpunkte ver^ 
bindet Zur Versinnli- 
ehung dieses Satzes stelle 
uns 0, 1, 2, B, 4 daa fehlei^ 
freie> und 0, i, 2, 8^ 4' das 
fehlerhafte Polygon tot» so 
ist der Fehler in der FlSohe 
gl^di: 2» 4, 4' ~ 0,4» 4'; 



« • 
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2 (2,M'>=(4.4')X(2,4) 

2 (0,4,40=(4,4').t(2,4)-(2,p)-{p,q)) 



2l(2,4,4'>-(ü,4,4ji=C4,4')l(2,p)-Kp>q)l 

§. SO. 

Wenn das Polygon mittelst Coordinaten bestimmt ist, ergibt 
sich der Eintiuss eines Felilers in den Coordinaten irgend eines 
Punktes [etwa m] auf die Fläche aus der Formel 16.) 
2 d F =: d y„ (Xm+ 1— Xm-O 



...S2.; 



2 dF == — dXm(ym 4- 1— ym-i) 

d.h. der Fehler in der Fläche wird durch ein Dreieck 
dargestellt, dessen Grundlinie gleich ist der Diffe^ 
renz der 2 benachbarten Abscissen, und Hdhe gleich 
dem Fehler in der Ordinate, und umgekehrt. 



4* 
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Britter Absclmitt. 



§. 3i; 

Ks ercigiicL sich in der l*raxis luswcih n . dass man 
in der ^lessuncj eines oder de» nndeiii Unifantysstiickes 
trotz aller Auliiierksnmkeit eincji «'roluii Fehler l)('^eht. 
Das Yorliandensein eines soIcIilii Fehlers i^iht eich mnneh- 
mal dadurch kund , dass aus den oet^cbenen Stücken gar 
kein Pfdy^'-on möglich ist (siehe §§. 10, zuverlässig wird es 

aber nur durcli Controlemcssungen erkannt. Man niisst nämlich 
nebst den 2n — 3 nothwendigcn Jücstimmungsstückcn^ auch die 
übrigen sogenannten überschüssigen, und vergleicht die 
Ixcsiiltate der Messung mit denen der Ivechnung. Zeigt sich eine 
solche Abweichung, welche durch die Einwirkung der unvermeid- 
lichen Fehler der Messung nicht erklärt werden knnn> dann ist es 
gewiss, dass grössere Fehler vorgefallen sind, als es zulässig ist; 
und es fragt sich, ob es möglich, und auf welche Weise es möglich 
ist, die fehlerhaften unter den Daten aufzufinden, ohne dass man 
genöthigt ist, die ganze Messung zu wiederholen. 

§. 32. 

Zur Beantwortung dieser Frage diene folgende Betrachtung: 

a) Wenn im Polygone ein überschüssiges Umfangsstück ge- 
messen wurde, dann sind nur 2 Stücke noch unbekannt; aus den 3 
l'unflamental-dleichuntjen lassen sich nun die 2 unbekannten eli- 
miniren, und die Eliniinationsgleichung enthält lauter bekannte 
(^irössen, wolcho denmach eine identische (iieiclning bilden müssen, 
wenn sie alle fehlerfrei sind; im entgegengesetzten Frille führen 
sie auf ein Absurdum, was nur dadurch gehoben werden kann, 
dass man irgend eine der bekannten (irrüssen für fehlerhaft erklärt, 
und sie ändert. Da man aber naclieinander jede von ihnen ändern, 
und dadurch den Widerspruch vollkommen heben kann, so ist die 
Auflösung unbestimmt, d. h. es kann jedes der Daten fehlerhaft 
sein. Unter diesen Umständen lässt sich demnach das Vorhanden- 
sein eines Fehlers zwar erkennen, aber das fehlerhafte Stück kann 
nicht gefunden werden. 
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b) Es seien zweiüberaehiissigeUm&ngBStuoke gemessexi, dem- 
nftch ein Stück unbekannt. Li diesem Falle läset sich aus den 3 
Fundamental* Gleichungen die Unbekannte eiiminiren^ und man 
erhalt 2 Gleichungen, welche aus lauter bekannten Grössen zu- 
Bumnengesetzt sein werden. Sind nun alle gemessene Stücke feh- 
lerfrei, dann sind beide Gleichungen identisch; im entgegenge- 
setzten Falle drücken beide etwas Unmögliches aus. Rühren die 
Widersprüche in beiden Gleichungen von einem und demselben 
fehlerhaften Stücke her, dann kann man dieses aus ihnen elimiui- 
rcn, und die Eliniinations-iileichung muss ideutisch werden. Da 
man nun nacheinander jedes gemessene Stück eiiminiren kann, und 
nur dann eine identische Gleicliung erfolgt, wenn das fehlerliaite 
elimiiiirt wurde, so ist klar, dass dasselbe wirklich gefunden wer- 
den kann; eind hingegen mehrere gemessene Stücke fehlerhaft, 
dann schliesst die Kiiminations-Glcichung ein Absurdum in sich, 
folglich ist eine weitere Bestimmung nach dem Vorhergehenden 
unmöglich. 

c) Es seiend übexschttSsigeUmfimgsstücke gemessen. In diesem 
Falle müssen alle S Fundamental -Gleichungen identisch werden, 
wenn alle gemessenen Stücke fehler&ei sind; sind aber im Po- 
lygone 2 Stücke gefehlt, dann lassen sich diese aus den 3 Glei- 
chungen eiiminiren, und die Eliminations- Gleichung muss iden- 
tisch werden. Da man nacheinander jedes Paar yon gemessenen 
Stücken eiiminiren kann, und nur Hann dne identische Gleichung 
entsteht, wenn das fehlerhafte Paar eliminirt wurde, so ist ersicht- 
lich, dass dieses wirklich bestimmt werden kann. 

Sind mehr als 2 Stücke gefehlt, dann ist die Eliminations- 
Gleiclumg mit sich selbst im Widerspruch, und jede weitere Be- 
stimmung uimiöglich. 

Wenn man nebst den Umfangsstücken auch Diagonalen, und 
die anliegenden Winkel messen würde, so liesse sich aus diesen 
auf die Beschaffenheit der fehlerhaften Stücke auf ähnliche Weise 
schHessen, wie aus den Umfangsstücken; wir wollen jedoch diesen 
Gegenstand nicht weiter yerfolgen. 

§. 33. 

Die im vorigen §. angedeuteten Fälle, in welchen eine Auffin- 
dung der fehlerhaften Stücke möglich ist, lassen sich auf folgende 
Weise zusammenstellen: 

4* 
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1. Wenn alleUmfangsstücke gemessen sind, und 1 Winkel 

gefehlt ist 

2. Wenn alle UmfangsBtUcke gemessen sind, und 1 Seite 

gefehlt ist 

$, WenneineSeite nicht g(^me8Ben,u..l Winkel gefehlt ist* 

4. ein Winkel dto. dto. 1 Winkel dto. 

5. „ dto. dto. dto, dto. 1 Seite dto. 

6. eine Seite und 1 Winkel gefehlt sind. 

7. 2 AVinkel gefehlt sind. 

Für alle diese Fälle werden wir 2 Auf lotsinitj^en Lreben, näm- 
lich eine durch ConstrueLiun, eine durch KeelmuiiL:;, wolnd 7a\ be- 
merken ist , dass die graphische Methode nur bei bedeutenden 
Fehlern mit Sicherheit angewendet werden kann. 

§. 34. 

Aufcrabe. In einem Polygone sind alle Umfanti^sstücke ge- 
messen, und 1 Winkel fehlerhaft; denselben zu finden. 

Auflösung, a) Durch C o nstruction. Man construire 
das Polygon über eine beliebige Seite vor- und rückwärts , beide 
Constructionen müssen sich nun in dem Scheitel des fehlerhaften 
Winkels durchschneiden. Denn angenommen, dase der Winkel (3) 
fehlerhaft ist;, sind die Eckpunkte 0, 1, 2, 3 gegen die Grundlinie 

0,6' richtig, hinge- 
gen die Funkte 4, 5 
und 6 unrichtig ge- 
legen; weil diese 
durch den fehlerhaf- 
ten Winkel yerrudct - 
wurden. Auf ähn- 
liche Weise liegren 
die Tunkte 6', 5', 4', 
3 gegen die Grund- 
linie richtiir, während 2', 1' und 0' verschoben sind. Demnach bil- 
den die Punkte 0, 1, 2. 3, 4', 5', ü' das wahre Polygon, und der 
Winkel (4, 3, 4') den Fehler in (3). 

b) Durch Rechnung. Man berechne die Ordinaten aller 
Eckpunkte auf zwei Wegen^ einmal, indem man den Eckpunkt 0, 
das andere Mal« indem man den Eckpunkt n zum Coordinaten- 
Ursprung wählt; findet man einen solchen Eekpunkt^ dessen Ordi- 
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naten nach beiden Reohnimgeu gleioli sind, bo Hegt der fehlerhafte 
Winkel in ihm. 

§. 85. 

Aufgabe. In einem Polygone sind alle Umfangsstiicke ge- 
meesen, und eine Seite fehlerhaft; diese zu finden. 

Auflösung, a) Durch C onstructi on. ^fnn construire 
das Polygon über einer beliebiii:en Seite als (irinvllinie bis ans 
Ende, man erhält so zwei Sclilusspuukte n und n', welche aulein- 
under fallen sollten, wenn alle Seiten fehlerfrei wären. Da nun 
durch den Seitenfehier alle darauf folgenden Punkte parallel ver- 
• • ' schoben werden, so bil- 

s,. det dieSchlusslinic nn' 

s/^V^ eine .^ur fehlerliaften 

/ Seite parallele Gerade, 

7 / und die Länge nn' ist 

\ / / gleieh dem Fehler in 

\ / der Seite. Sind im Po- 

3 lygone mehrere Seiten 

y< mit der . Schlueslinie 

parallel, so können sie 

alle fehlerhaft sein, ja sogar die nahe parallelen sind verdächtig, 
weil der Parellclisnma durch die zulässigen Messungs- und Cuu- 
structionafchler leicht in eine kleine Divergenz geändert wer- 
den kann. 

b) Durch Rechnung. Man berechne die Coordinatcn aller 
Eckpunkte, und rechne daraus die Neigungswinkel alier Poljgon- 
seiten durch die Formel: 

t 

WO man für m der Reihe nach alle positiven ganzen Werthe von 1 
angefangen bis n zu setzen hat. Auf ähnliche Weise berechne 
man den Neigungswinkel der SchluBslinie durch die Formel: 

wobei 

ya=0, Xn=:(0>n) 

ist. 

Findet man nun unter denWerthen von » einen oder mehrere, 
welche mit ß gleich sind, so sind die correspondirenden Seiten 
parallel zur Schlusslinie, folglich wahrscheinlich fehlerhaft. 
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§. 36. 

Au f gab e. la emem Polygone ist eine Seite nicht gemessen, 
und 1 Winkel fehlerhaft; diesen zu bestimmen. 

Auflösung, a) Durch Construotion. - Man nehme 
für 4i6 nicht gemessene Seite eine beliebige Länge an, und con- 
struire über sie als Grundlinie das Polygon vor- und rückwärts. 
Verbindet man nun die gleichnamigea Ecken beider Constructio- 
nen mittelst gerader Linien, so ist deijenige Eckpunkt der fehlex^ 
hatte, dessen Verbindungslinie zur Grundlinie parallel ist; und 
die Liiuire der Veil)indung8lime drückt den Fehler aus, den man 
in der Wahl der Cii undliuie begaugoii hat. Denn nehmen wir an, 

3, 3' wäre mit der ( irundlinie 
0, d' parallel, und wir schie- 
ben dns Polygon 5', 4', 3', 2', 
1', 0' parallel zur GTuiidlinie 
vorwärts, so fällt endlich 3'' 
auf 3, und wir haben den im 
§. 34 erklärten Fall vor uns. 
Dass bei diesem Vorgehen 
die Grundlinie genau um 3,3 
geändert wird, ist für sich klar. 

b) Durch Bechnung. Die Auflösung dieser Aufgabe 
mitteLst Bechnung ist ron der des §. 34. gar nicht verschieden. 

Anmerkung. Wenn in einem Polygone eine Seite nicht 
gemessen, und eine gefehlt isl;, so lässt sich der Fehler nicht auf- 
finden. Denn denken wir uns das Polygon 0, 1, 2, ... n aus den 

Umfangsstücken constniirt (wobei 
4 die unbekannte Seite nur der 

X \ luchtuntr nach aul;xetrai£üu wer- 

y\y^ ^\ ^^"^ kaim), so kann das Polygon 
\ / nicht schliessen , weil unter den 

\ / Umfan«Töötücken sich ein tehlcr- 

y fn' haftes befindet, der letzte Punkt n 

X \ wird demnach ausserhalb der 

. Grundlinie zu stehen kommen; 

würden wir aber anstatt der feh- 
lerhalten Seite die wahre Länge setzen, so würde der letzte Punkt 
auf die Grundlinie fallen. Nun ist es leicht ersichtlich, dass der 
Punkt n duroh Aendenuig mner jeden Polygonseite in die Grrund- 
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» 

linie gebraobt werden kann (man denke eich z. B. den Arm 2» 8, 
.... n' längs der Geraden 2, 1 paiallel veracliobcn» so kommt n' 
naeb n, und das Polygon BcbliesBt eicb); demnacb kann eine jede 
Seite feblerbaft sein, und eine nabere Beatinmiung dea feblerbaf- 
ten Stückea ist unmöglich. 

Dasselbe gilt auch in dem Falle , wenn im Polygone alle 
Stücke gemessen, und zwei Seiten gefelilt sind. 

§. 37. 

Aufgabe. In einem Polygone ist ein Winkel nicht gemes- 
sen, und ein Winkel gefehlt; das fehlerliafte Stück zu finden. 

Auflösung, a) Durch Construction. Man beginne 
die Construction ^it einer dem unbekannten Winkel rorangeben- 
den Seite, und construire das Polygon bis zum letzten Punkte, so 

erhält man 2 Schluss- 
punkte n und n'; dann 
untersuche man, ob ir- 
gend ein Eckpunkt ron 
den Schluespunkten 
gleich weit abstellt, die- 
ser ist der Scheitel des 
fehlerhaften Winkeis. 
Denn angenommen, m' 
wiire der fehlerliafte Eckpunkt, alle darauf folgende Punkte des 
Polygoncs werden in Kreisbügen verschoben, folglich die End- 
punkte n n' sind Punkte eines Kreises, dessen Mittelpunkt der 
fehlerhafte Eckpunkt m ist» und der Winkelfehler ist (n, m, n'). 

b) Durch Kechnung. Man berechne die Coordinaten 
Jit ys» J9 ••••7ft' und Zi, Za, Z3 .... Xa-, rechne aus ihnen die Diago- 
nalen (0,n)> (l,n), (2,n) .... (n — l,n) durch die Formel 

(m,n)» =:(Ztt— z,.0*+(ya— y»)* ; 
ebenso rechne man die Diagonalen (0,n'), (l^i')» (^«i^') — ^^^O 
durch die ähnliche Formel 

(m,nO*=Cxii--x»)- +(yn'— ym)*. 
Nun. sehe man nach, ob nicht in diesen zwei Reihen zwei homologe 
Diagonalen gleiche Werthe besitzen, in dem correspondirenden 
Eckpunkte ist der fehlerhafte Winkel. 

§. 38. 

Aufgabe. In einem Polygone ist ein Winkel nicht gemes- 
sen, und eine Seite fehlerhaft; diese zu bestimmen. 
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Auflösung. Man beginne die Constructioii mit Werdern 
unbekannten Winkel vorangehenden Seite, und Teifahre ganz nach 
der Anweisung des §. 35. Ebenso ist die Auflösung mittelst Beöh- 
nung Ton der Auflösung desselben §. gar nicht rerschieden. 

§. 39. 

Aufgal)e. In einem Polygone sind alle UmfangsstUcke ge- 
messen» ab'er eine Seite und ein Winkel sind fehlerhaft; diese auf- 
zufinden. 

Auflösung, a) Durch Construetion. Man construire 
das Polygon bis zum letzte Punkte n, und untersuche» ob^ nicht 
irgend eine Poljgonseite mit der Schlusslinie nn' parallel ist; 
liegt zufalliger Weise am Schlusspunkte der fehlerhafte Winkel, 
so muss man eine solche Seite finden, weil die Construetion von. 
dem fehlerhaften Winkel ganz unabhängig ist, und die Aufgabe 
fallt mit der des $. 38. zusammen. Wenn aber der fehlerhafte 
Winkel nicht am Schlüsse liegt, so findet man keine einzige Seite, 
welche mit der Schlusslinie parallel wiire, weil diese von einer 
zweifachen, nämlich einer parallelen und einer drehenden Ver- 
rückung des Schlusspunktes erzeugt wird, von welchen die letztere 
den Parallelismus aui liebt. In diesem Falle construire man das 
Polygon weiter, iudem man den AVinkel (n), und die Seite (n, o) 
ansetzt, und untersuelu; man wie ler, ob nicht irgend eine Polygon- 
seite mit der Schlusslinie 0,0' parallel ist u. s. w. so lange, bis man 
endlich auf eine Schlußßlinie kommt, welche mit einer Polygon- 
seitc parallel ist; diese nämliche Seite, und der am Schlüsse lie- 
gende Winkel sind dann fehlerhaft 

I)) Durch Rechnung. Man berechne die Coordinaten 
aller Eckpunkte, und suche die Neigungswinkel aller Polygonsei- 
ten, und den der Schlusslinie nach den Formeln des §. 35. Sind 
die ersteren ron dem letzteren ganz rerschieden, bo gehe man in 
der Berechnung der Coordinaten weiter, indem man den nächst- 
folgenden mit 0' bezeichneten Eckpunkt des Polygones als den 
(n-f-l) ansieht, so erhält man zwei neue SchluBspunkte, nändich 0 
und 0'. Diese werden nun auf dieselbe Weise behandelt, wie die 
SchluBspunkte n -und n' u. s. w., bis man endlich auf einen Schluss 
kommt, wo zur Schlusslinie irgend eine Poljgonseite parallel ist 

§. 40. 

Aufgabe. In einem Polygone sind alle Umfangsstücke ge- 
messen, und 2 Winkel fehlerhaft; diese aufzufinden.' 
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Auflösung, a) Durch Göns tructioD. Man constroire 
das Polygon bis zum letzten Punkte, und es entstehen 2 Schluss- 
punkte ; dann untersuche man, ob nicht irgend ein Eckpunkt von 
den Schlusspunkten gleich weit absteht Liegt am Schlüsse zu- 
fällisr ein fehlerhafter Winkel, dann ist die Constructioii von die- 
sem unabhänj^ig, und die Aufgabe fällt mit der des §. 37. zusnm- 
nien; man wird demnach einen solchen Eckpunkt finden, der die 
ohifiG Ei^jenschaft besitzt, und der zweite fehlerhafte Winkel muss 
in diesem Eckpunkte liegen. Liegt aber am Schlüsse kein fehler- 
hafter Winkel, dann findet sich kein einziger Eckpunkt, dessen 
Abstände von den Schlusspunkten gleich gross wären, denn beide 
werden von den fehlerhaften Winkeln auf ungleiche Weise|afficirt, 
entweder sind sie beide falsch, oder der eine ist richtig, der andere 
unrichtig ; jedenfalls sind sie ungleich. In diesem Falle construire 
man das Polygon weiter, indem man den nächsten Winkel imd 
Seite ansetzt, und untersuche man wieder, ob irgend ein Eck- 
punkt Ton den neuen Schlusspunkten gleich weit ist, oder nicht, 
u. B. w., endlich muss einer der fehlerhaften Winkel an den Schluss 
kommen, und man wird einen Eckpunkt im Polygone finden, der 
die oben erwähnte Eigenschaft besitzt; dieser ist der Seheitel des 
zweiten fehlerhaften Winkels. 

b) Durch Rechnung. Man berechne die Coordinaten 
aller Eckpunkte, und suche die Dia^onnkn 

(0,n), (l,n), (2,n) .... (n— l,n) 
(0,n'), (l,n'), (2,n') .... (n- l,n'); 
findet man unter ihnen kein einziges homologes Paar mit gleichen 
W^erthen, so setze man die Coordinatenrechnung fort, indem man 
den nä( listen Punkt, dessen Stellenzeiger 0' ist, als den (n-|-l)sten ' 
der gebrochenen Linie ansieht, und berechne die Diagonalen 

(1,0), (2,0), (3,0)....(n',0) 
(l,O'),(2,O')(3,O0....(n',O') 
u. s. w., bis man endlidb auf einen Schlusspunkt kommt, an wel* 
chem wenigstens ein Paar homologe Diagonalen gleiche Werthe 
erhalten, dann sind die oorrespondirenden Eckpunkte die gesuchten. 

§. 41. 

Ein Beispiel wird die Anwendung dieser Sätze erläutern. 

In einem Vierecke sind alle Seiten und Winkel gemessen; 
man hat gefuiiden : 
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(ö) = 110». 20'. 10" (0,1) = 152*85 

(t) = 131. 30. 30 (1,2) =196-6» 

(2) = 40. 50. 45 (2,8) = 303*40 

(3) = 73. 20. 45 (3,0) = 135-42 
Summirt man die Winkel, so ergibt Bich 

S =: 305*>. 20'. ^ 

anstatt der riclitigcii 'M)i\^; dumnach ist n;ewi88 ein Winkel, viel- 
leicht auch mclirere Winkel lehlcrhat't. Setzen wir den creteren, 
als den einfacheren Fall voraus, und wenden den Satz des §. 34. au, 
80 üuden wir l'uln:endo Keihen von Ordinaten 

ya=0 y'o = — 20-240 

142-854 yi= 126-917 

= 3 1 0 2 1 2 y'« = 290-900 

V3 = 34-583 y'g =: 0 

Da kein einziges homologes Paar unter diesen Ordinaten 
gleiche Werthe besitzt, so ist gewiss, dass nebst einem Winkel we- 
nigstens eine Seite, oder noch ein Winkel gefehlt ist. Nelimen 
wir den ersteren Fall an, und rechnen die Coordinaten der Punkte 
3, 0, 1, 2, 3% 0', 1', 2', so ergibt sich folgendes: Schema 



Kamen der 






Funkte 






3 


1 ^ ' 


135-42 


0 


0 


0 


1 


142-354 


52-946 


2 


316-212 


39*846 


3' 


34-583 


152-703 


0' 


21-096 


17-860 


1' 


150-310 


— 48*126 


2' 


340-543 


28-150 



Aus diesen Coordinaten findet man für die Neigungswinkel 
der Seiten c. und der Schlusslinie ß folfrende Loff tg: 



1 Seite 


Log tg a 


ScUntt- 
Unie 


Logis 


0, 1 


0-431062n 


3, 3' 


0-301244 


1, 2 


0-2714.36 


0. 0' 


0090244 


2, 3' 


0'307148 


1, 1' 


0-533277 


3', 0' 


81)70 133 


2, 2' 


0'aiäl23n 


II OM' 


0-318206n 
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Man sieht, dass die Seite 0', V, und die Scblusslmie 2, 2' 
sehr nahe parallel sind, und beide Linien ^ind Bestandtlieile 
eines und desselben Viereckes; demnach ist die Seite (0,1) nebst 
dem Winkel (2) fehlerhaft. Corrigirt man diesen Winkel nach 
der WinkelBumme, so findet man als den richtigen Werth 

(2) =r 440. 39'. 45." 
Mit diesem Werthe erhält man endlich durch Auflösung des 
Viereckes 

(0,1) = 125*35. 

' Anmerkung. Hätte man keine einzige Seite gefunden, 
welche mit irgend einer der 4 Schlusslinien dieses Beispieles 
parallel wäre, so wäre noch, als letzter auflösbarer Fall, zu 
betrachten übrig» ob nicht 2 Winkel gefehlt sind. Zeigte sich 
nach Anwendung des im §. 40. angegebenen Verfahrens, dass 
dies nicht der Fall ist, dann bliebe nichts Anderes übrig, als die 
Messung der Umfangsstücke aufs Neue vorzunehmen. 



Druck vua A. Edeltn«nn iu Lcipxip. 
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Errata. 

ronuntenj ^^g^^^^ Kiulpuukte lese man Eckpunkte 

ron unten anstatt (m — 2v')180o lese man (m — i — 2v')180< 
„ (mr-l— 2v) „ „ (m— 1->2t)180o 
180^ wird gestrichen, 
on untenj 1^,^,^^^ ^^^^ i^Be nutn (ii,p) 

on unten Endpunkt lese man Edcpunkt 

w ♦» 1» y»! « w yn— 1 

(n,— l)n) (n— l,n) 

(o,n)— x^_j (o,T))-x„_ 

(n— l,nj (n- l,n) 

19 Colnmne q die Bechete Zahl toll heiMen + 176-834 

— 864-908 

19 Zeile 2 ron unten soll heissen Sin (7) = §65-829 

23 Columne die 4. Zahl soll heissen 118« 0'. 21". 

23 Columne q die letzte Zahl soll heissen 164 688 

24 Zeile 4 anstiitt 61«. 59'. 59". lese man 61". 59'. 39". 

29 „ 15 von unten anstatt Sinfn— ) lese man Sin(n— 1) 

30 „ 13 „ „ „ 2 F „ „ - 2 F 
81 ,1 2 M Fläche „ f, Flächen 

81 ^ 14u. lövon uateD„ 21' n- m f 

82 n 14 ,f Abünungen „ Abkönungen 
82 „ 19 „ Endpunkte „ Eckpunkte 

2 0C9B 
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